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²“ËÈ¾q¿[º¹·h±‰É5Å3²wèhµW¸¹±L´¶²w¾À·¹¸È¾À¿¶¸

ÒNº„ÎÔµT·7¿Æ¾ÀË¹ËQ±fÂÃ±f¿w¾½¾ÀºDÌ}èÈ¾qË

°

²Æ¿Æ±!¸¹±f´àØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±3´‰±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±3´fÖ

Ú

Î

°

·N²ÆÅf¿¶Ê3²DËÈ¾À¿c²

°

Ìfº¹Â

°

±f¿5¸¹±�Ìf± É5µ'¸¹òfÂÃ±7²

°

±f·�²«¾Àº ØÙ¾

°

²�ÒNº¹±�Âñ¾œÌfµT·�²w¿Æ¾

°

·�²Æ± ´Æº¹¿¥ÂÕ¾

É‘¾q²w¿

°

Ìf±=¸¹±�Ë¹¿ÆÅ3Ì

°

´

°

µÀ· W ±f´c²�Â

°

·¹Åf¾

°

¿¶±ÀÖG�“µTºh²w±³ØYµ

°

´3ÍNÌfµTÉ5É‘±�¸¹Å…


�

¸

°

²‰±³²�ÌfµÀÉ‘É5±=µT·�ÂÕ±

¼T±3¿Æ¿Æ¾

�

Âñ¾•´Æ±fÌ³²

°

µT·#åGáhÍ'ÂÏÎÔ±f´c²

°

É�¾q²

°

µT·½±•»hËhÂ

°

Ì

°

²Æ±�ËÈ¾q¿‰É‘¾ »

°

É•º¹É ¸h±ä¼'¿w¾

°

´Æ±fÉ?Á¹Âñ¾À·hÌf±�·¹±

´Æ±3¿w¾½ËÞµÀ´Æ´

°

Á¹ÂÕ±¡ÒNº¹±!´

°

ÂÕ±¡ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±!±f´c²=²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅÀÖ

ér·¹´

°

´¶²ÆµT·¹´!´Æº¹¿!ÂÃ±•ØÙ¾

°

²¡ÒNº¹±5Ìf±3´!É‘µ'¸¹òfÂÃ±f´¡ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

ÒNº¹±f´!ß�¾Àºh´Æ´

°

±f·¹´!·¹±½¿¶±f·¹¸¹±3·�²?ËÈ¾q´

ÌfµÀÉ‘Ëh²Æ±=¸¹±à²wµTº¹´yÂÕ±3´ÄÉ‘µ'¸¹òfÂÃ±f´:ß�¾qº¹´Æ´

°

±f·h´LÒNº

°

ÌfµÀÉ‘Ë¹¿¶±f·¹¸h¿w¾

°

±f·�²Ä¸¹±f´yÌfµÀ·N²Æ¿w¾

°

·�²w±f´y¸„Î

°

·Wç

¸¹Å3ËÞ±3·¹¸È¾À·¹Ì3±‘Ì3µT·¹¸

°

²

°

µT·¹·¹±3ÂÕÂÕ±qÖ

X

¾À¿!±³»W±fÉ5Ë¹ÂÕ±>¸¹¾À·¹´•ÂÕ±>ÌA¾q´ n = 5 µT·]ËÞ±3ºh²

°

É‘¾Àß

°

·¹±f¿

ÂÕ±3´�Ì3µT·�²w¿Æ¾

°

·�²w±3´ (X i ? X i +1 )j(X i +2 ; X i +3 ) ¾A¼T±3Ì i = 1; 2; 3; 4; 5 ±3²�±f·7Ë¹¿Æ±3·È¾À·�²�ÂÃ±f´

°

·h¸

°

Ì3±f´äÉ5µ'¸¹º¹ÂÕµ�ïWÖƒ×‰±fÂÕ¾�·¹±•´¶±?²w¿Æ¾À¸¹º

°

²äËÈ¾q´�ËÈ¾À¿�º¹·¹±•Ë¹¿¶±f´¶Ìf¿

°

Ëh²

°

µT·Ó¸h±f´�ì3Åf¿ÆµÀ´�¸¹±•ÂÕ¾

É‘¾q²w¿

°

Ìf±�¸¹±>Ë¹¿¶ÅfÌ

°

´

°

µT·#¸¹± (X 1; : : : ; X 5) É�¾

°

´äË¹¾À¿�º¹·¹±>Ëh¿Æ±f´¶Ìf¿

°

Ëh²

°

µT· ¸¹±3´¡ìfÅ3¿ÆµT´¡¸¹±3´

ï É�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´>¸h±7Ë¹¿¶ÅfÌ

°

´

°

µT·û¸¹±f´ (X i ; X i +1 ; X i +2 ; X i +3 ):
Ú

±DË¹¿ÆµTÁhÂÕòfÉ5±D¸¹±DÂÏÎÔ±f´c²

°

É‘¾ ç

²

°

µT·®±•»hËhÂ

°

Ì

°

²Æ±�¸¹±�ÂÕ¾ÓÉ‘¾q²w¿

°

Ìf±5¸¹±¥Ì3µO¼q¾À¿

°

¾À·hÌf±�µÀºÛÉ

°

±fºW»ÞÍ¢¸h±�Âñ¾ÓÉ‘¾q²Æ¿

°

Ì3±‘¸h±¥Ë¹¿ÆÅ3Ì

°

ç



æ

´

°

µT· W Í'ËÈ¾À¿LÉ�¾ »

°

É•º¹É ¸¹±�¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±ä¸¹±³¼

°

±f·�²

°

É‘ËQµT´¶´

°

ÁhÂÕ±ÀÖTôÄ·¥Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿fÍ�ÂÕ¾

ÌfµÀ·N²Æ¿w¾

°

·�²w±¡´Æºh¿ W ·„ÎÐ±3´¶²�Ë¹ÂÃº¹´àÂ

°

·¹ÅA¾

°

¿Æ±qÖ

—8˜j™š[B›Gb<›�™œh~i;kJig•
žuŸ  '¡ ¢¤£8¢• •¥;Ÿ§¦.¨�©6ªG£8«. •¥;Ÿ§¬
­�¨¯®�«.°g±�Ÿ ¨•²�ž�©³Ÿ  zŸ ´�¨

"
A B

B T C

#
ž
µ

A
¨. 

C
©¶ž
±• ‡¦s¢:¥Œ¥A«E¨E©.·1¨s �©¶žuŸ  

A1
­G±�¨N£�¢• •¥;Ÿ¸¦s¨¹®�«s°a±�Ÿ¸¨œ²�ž�©•Ÿ  zŸ ´�¨¹®�¨N£Iº:£I¨ƒ®uŸ•£8¨B±�©³Ÿ ž
±N¬
­�¨

A:
» ž
±• •¥A¨:¥r¬
­�¨
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"
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B T C
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+
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A � 1

1 � A � 1 0
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#
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#
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4

W11 W12 W13
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7
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4
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� 31 � 32 � 33

3
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»
ž
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"
� 11 � 12
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#
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"
� 11 � 13
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#
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¯W°

A ±f´¶²�º¹· ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±•ÇÈ·

°

ÒNº¹±fÂÃÌfµT·¹ÒNº¹±>±³²¡´

°

(pa)a2 A ±f´c²¡º¹·¹±>Ëh¿ÆµTÁÈ¾qÁ

°

Â

°

²wÅ!´¶º¹¿

A Í'´Æµ

°

² (ea)a2 A Âñ¾!ÁÈ¾À´¶±�ÌA¾À·hµT·

°

ÒNº¹±�¸¹±äé x

A
±3²‰´Æµ

°

² (X n )n� 1 º¹·h±ä´Æº

°

²w±�¸¹±�¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±f´

¾ÀÂÃÅA¾q²Æµ

°

¿¶±f´

°

·¹¸¹ÅfËQ±f·h¸È¾À·�²w±3´¼Ýv’B	�?A�.>u�wü

�

	Àÿhü9é x

A
±³²½¸¹±DÂÕµ

°

¸¹Å3ÇÈ·

°

±DËÈ¾À¿ Pr(X n =
ea) = pa: íäÂÕµÀ¿Æ´•Âñ¾«¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±5¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ± SN = X 1 + � � � + X N ¸¹±‘é x

A
´¶º

°

²�Âñ¾«ÂÕµ

°

É•º¹Âó²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±•â

Pr(SN = (sa)a2 A ) =
N !

Q
a2 A sa!

Y

a2 A

psa
a
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€

´

°

(sa)a2 A 2 N A
±3²

P
a2 A sa = N; ¾A¼T±3Ì Pr(SN = (sa)a2 A ) = 0 ¸È¾À·¹´�ÂÃ±f´¡¾qºh²w¿¶±f´

ÌA¾q´Óö N ±f´c²�Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±¥¸h±f´½±f·�²

°

±f¿¶´ � 0ù•Ö

Ú

¾�ÂÃµ

°

¸¹±3´‘ßÀ¿w¾À·¹¸h´>·¹µTÉ•Á¹¿¶±f´½ß�¾À¿Æ¾À·�²

°

²

ÒNº¹± SN =N ²Æ±f·¹¸«¼T±3¿Æ´ (pa)a2 A :
¯W°

É�¾

°

·�²w±f·¹¾À·�² (pa)a2 A ±3´¶²

°

·¹Ì3µT·¹·Nº„Í SN =N ±f´c²äÂÃ±

ÌA¾q·¹¸

°

¸¹¾q²

°

¸¹Åf¾ÀÂhËQµTº¹¿:ºh·‘±3´¶²

°

É�¾ ²w±fºh¿1¸¹± (pa)a2 A öÙË¹ÂÃº¹´:´Æºh¿yÌ3±=´ÆºB
¶±³²‰¾qº5Ì}è¹¾ÀË

°

²Æ¿Æ±à¸¹±3´

ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕÂÕ±3´L±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±f´wù³ÖÈã?ÎÔµ��«ÂÏÎ

°

¸¹Å3±¡·È¾q²Æº¹¿Æ±3ÂÕÂÕ±ä±f·«´¶²}¾ ²

°

´c²

°

Ò'ºh±¡¸„ÎÐµÀÁ¹´Æ±3¿¶¼T±3¿ SN :
¯

º¹Ë¹ËQµT´¶µT·¹´�É‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²�ÒNº¹± A ´Æµ

°

²äÂÃ±•Ëh¿Æµ'¸¹º

°

² A1 � � � � � A � = � v2 V Av ¸¹±

� ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±3´?ÇÈ·

°

´�öYµT·�·¹µq²w± V = f 1; : : : ; � g ËÈ¾q¿�Ì3µTÉ‘É5µ'¸

°

²ÆÅ

°

Ì

°

ù³Ö!ã�·�ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²

f = (f a)a2 A ¸h±?é x

A
öÙÌfµÀÉ‘É5±!ËÈ¾À¿ä±•»W±fÉ5Ë¹ÂÕ± (pa)a2 A ùà¸¹±3¼

°

±f·�²¡¾ÀÂÃµT¿Æ´�º¹·¹±•ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·

¸¹± � ¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±f´�¸

°

´ÆÌ3¿Æò³²w±f´3ÍHË¹ÂÕºh²ÐäÀ²à·¹µq²wÅ

f a = f (a1; : : : ; a� ) = f ((av)v2 V ):

ã�¾À·h´‘Â—ÎÐ±•»h±3É‘ËhÂÕ±D¸¹±«ÂÏÎÔº¹·

°

¼À±f¿¶´

°

²ÆÅD¸¹±DÂñ¾�´Æ±fÌ³²

°

µT·�åÀÍ:µT· ¾ V = ö<x�Å3´Æº¹Âó²}¾q²fÍ2å!±3·¹¿Æ±qÍ

H

¾ÀÌfºhÂÃ²wÅAùÆ÷ (1; 2; 3) ±³²!¸¹µT·¹Ì � = 3 Íƒ¾A¼T±fÌ A1 = öY¿Æ±fÌ3º„ÍzÌfµÀÂÕÂÕÅAù³Í A2 = ö ÇÈÂÕÂÃ±ÀÍQß�¾À¿ÆÌ3µT·Hù•Í

A2 = öÙÂÃ±3²¶²w¿Æ±3´fÍÈ¸¹¿¶µ

°

²fÍh´¶Ì

°

±3·¹Ìf±3´}ù•Ö

ã�¾À·¹´!Ì3±5Ìf¾À´fÍƒº¹·�ÅfÂÕÅ3É‘±3·�²!ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿ f ¸¹±½é x

A
´fÎÔÅfÌf¿

°

²!·¹µÀ·]ËhÂÕº¹´�Ì3µTÉ5É‘±•ºh·¹±

Â

°

ßT·¹±�µÀºûºh·¹±DÌfµTÂÃµT·¹·¹±¥¸¹±D·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±3´fÍ:É‘¾

°

´?ÌfµTÉ5É‘±�º¹·yæ ²}¾ÀÁhÂÕ±A¾qºuç}Ö

Ú

±f´½ßTº

°

ÂÕÂÕ±3É‘±³²w´

´ÆµÀ·N²‘ËQµTº¹¿

°

·h¸

°

ÒNº¹±3¿5ÒNº¹±DÌ3±7·„ÎÔ±f´c²‘¼ÀÅf¿

°

²}¾qÁ¹ÂÕ±3É‘±3·N²½ºh·
²}¾qÁ¹ÂÕ±f¾Àº(Ò'ºh±7´

°

� = 2:
¯'°

� = 3; Ìf±•´Æ±3¿w¾

°

²äºh·7²}¾qÁ¹ÂÕ±f¾Àº7±3·7²Æ¿Æµ

°

´�¸

°

É5±f·¹´

°

µT·¹´3ÍÈÌf±•ÒNº

°

·„ÎÐ±3´¶²äßTº¹òf¿¶±�Ì3µTÉ5É‘µ'¸¹±ÀÍ

�

É5µ

°

·¹´LÒNº„ÎÔµT·�·h±äÂÕ±�¿Æ±3Ë¹¿ÆÅ3´Æ±3·N²Æ±¡ËÈ¾À¿y¸¹±f´‰ÌfµTº¹ËQ±f´

�

¸¹±3ºW»�¸

°

É5±f·¹´

°

µT·¹´ÄÌ3µTÉ‘É5±�µT·�ÂÕ±

¼Tµ

°

²�¾A¼T±3Ì�ÂÃ±f´�²w¿¶µ

°

´�²w¾ÀÁ¹ÂÃ±f´à¸¹±!Âñ¾>ËÈ¾qßT±>åTÖ

ð7ÊfÉ5±y¸È¾À·¹´/Ìf±yÌA¾q¸¹¿Æ±yË¹ÂÕºh´z´ÆËQÅfÌ

°

¾ÀÂ

°

´ÆÅqÍAµT·�¾�ÂÕ¾=ËQµT´¶´

°

Á

°

Â

°

²wÅ“²wè¹Å3µT¿

°

Ò'ºh±L¸¹±ÄË¹¿¶µWÌ3Åf¸¹±3¿

�

ÂÏÎÔ±f´c²

°

É‘¾q²

°

µT·7¸¹±>Âñ¾�Ë¹¿¶µTÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²wÅ

°

·¹Ì3µT·¹·Nº¹± p(a1; : : : ; an )
�

ÂÏÎÐ¾

°

¸¹±?¸¹± Sn : ×‰±³² Sn

´Æ±!Ë¹¿¶Åf´¶±f·�²w±�´ÆµTº¹´àØYµT¿¶É‘±¡¸h±!²w¾ÀÁ¹ÂÃ±A¾ÀºD±3²=±3´¶²ä¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅ¡º¹·%�Œ	GFE?A�Ð	�>

�

�

�

þ ÿJ�—ý ÿ5=5�³ÿ

�

�³Ö

×‰±fÌ

°

¸

°

²AÍhÂÕ±¡·¹µTÉ?Á¹¿Æ±!¸¹±!ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±f´ p(a1; : : : ; an )
�

±f´c²

°

É‘±3¿

�

Â—Î ¾

°

¸¹±¡¸„ÎÔº¹·D²}¾ ç

Á¹ÂÃ±A¾Àº‘¸¹±äÌ3µT·�²

°

·hßT±f·¹Ì3±äËQ±fºh²‰Ê3²Æ¿Æ±�¸„ÎÐºh·¹±¡¾ÀÉ5Ë¹ÂÕ±3º¹¿Ä¸¹ÅfÌ3µTº¹¿Æ¾ÀßT±A¾q·N²Æ±>öY´Æµ

°

² jA1j � � � � �
jA � j � 1ù�±³²¡²w¿ÆµÀËœßT¿Æ¾À·¹¸¹±½ËÈ¾q¿¡¿w¾ÀË¹ËQµT¿c²•¾ÀºW»�·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±3´ n ¸ƒÎÐµTÁh´Æ±f¿c¼q¾q²

°

µT·¹´!¸¹µT·�²•µT·

¸

°

´ÆËQµT´Æ±qÖWô:·�ØÙ¾

°

´w¾q·N²yÌ3±f¿¶²w¾

°

·h±f´yèNê'ËQµÀ²wèhòf´Æ±3´�¿w¾

°

´ÆµÀ·¹·È¾ÀÁ¹ÂÃ±f´3Í�µT·�ËQ±fºh²L¸

°

É

°

·'ºh±f¿ÄÌfµT·h´

°

ç

¸¹Å3¿w¾ÀÁ¹ÂÃ±fÉ5±f·�²�ÂÃ±?·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±�¸¹±•ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´

°

·¹Ì3µT·¹·Nº¹´3Ö

Ú

±•Ë¹ÂÃº¹´ä´

°

É5Ë¹ÂÕ±•¸¹±f´ä±³»W±fÉ5Ë¹ÂÕ±3´

±f´c²•Ì3±fÂÕº

°

µ�� � = 2 ±3²?µ���µÀ·®´Æº¹ËhËÞµT´¶±�ÒNº¹±�ÂÕ¾D¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±5¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ± (a1; a2) ¸¹±‘ÂÕµ

°

(p(a1; a2)) ±f´¶²•ØYµT¿¶É‘Å3±>¸¹±½¸¹±fºW»�¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±f´�¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ±3´

°

·¹¸hÅfËQ±f·¹¸È¾q·N²Æ±f´3Ö“í�ºh²w¿¶±fÉ5±f·�²

¸

°

²AÍ¹µT·DËQµT´¶²Æº¹ÂÕ±!ÒNº¹± f (a1; a2) = logp(a1; a2) ±f´c²�ÂÕ¾>´ÆµTÉ5É‘±ä¸„ÎÐºh·¹±•ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·¥¸¹± a1

´Æ±3º¹Â¢±³²�¸„ÎÔº¹·¹±�ØYµT·¹Ì3²

°

µT·«¸¹± a2 ´¶±fº¹Â—ÖÞérÂ“·„Î ê7¾�±f·ÓØÙ¾

°

²�Ë¹ÂÕºh´äÒNº¹± jA1j � 1 + jA2j � 1
ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±f´

�

±f´c²

°

É5±f¿3Ö

Ú

±f´äÉ5µ'¸¹òfÂÃ±f´�è

°

Å3¿w¾À¿¶Ì}è

°

ÒNº¹±3´ä¸

°

´ÆÌf¿¶±3²Æ´ä±f´c²�º¹·h±?±³»'²Æ±f·¹´

°

µT·#¸h±?Ìf±³²Æ²Æ±

°

¸¹Å3±

�

º¹· �
ÒNº¹±fÂÃÌfµT·hÒ'ºh±ÀÖ

¯

µ

°

² f V1; : : : ; Vkg º¹·¹±�ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±‰¸¹±äËÈ¾q¿¶²

°

±f´Ä¸¹± V Ö

X

µTº¹¿L¸¹±äÁQµT·¹·h±f´‰¿Æ¾

°

ç

´ÆµÀ·¹´L´c²}¾q²

°

´c²

°

ÒNº¹±3´fÍNµT·5ËÞ±3ºh²LËÞµT´c²wº¹ÂÃ±f¿ÄÒNº¹± f (a1; a2; : : : ; aN ) = logp(a1; a2; : : : ; a� )
±f´c²5º¹·¹±«´ÆµTÉ5É‘±¥¸h± k ØYµT·hÌ3²

°

µT·¹´ gj Í:µ�� gj ±f´c²5º¹·¹±DØYµT·¹Ì3²

°

µT·(·¹±D¸¹Å3ËÞ±3·¹¸È¾À·�²‘ÒNº¹±

¸¹±3´!¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±f´ av ²w±3ÂÕÂÕ±3´�ÒNº¹± v 2 Vj ; µTº�±f·¹Ì3µT¿Æ±Dâ gj ±3´¶²•º¹·¹±>ØYµT·¹Ì³²

°

µT· ¸¹Å3Ç¹·

°

±>´¶º¹¿

ÂÕ±>Ëh¿Æµ'¸¹º

°

²!Ìf¾À¿¶²ÆÅf´

°

±f· � i 2 Vj A i : ãä¾À·¹´•ÂÏÎÔ±³»W±fÉ5Ë¹ÂÕ±>Ëh¿ÆÅfÌ3Åf¸¹±3·�²•µT·œ¾A¼À¾

°

² � = k = 2;
V1 = f 1g ±3² V2 = f 2g:

�[¿

°

¼

°

¾qÂÕ±fÉ5±f·�²!´

°

ºh· Vj ±f´¶²�ÌfµÀ·N²Æ±f·Nº®¸È¾q·¹´�ºh· Vj 0
ÂÕ¾DÌ3µT·�²w¿Æ¾

°

·�²w±‘¾ÀË¹ËQµT¿c²wÅf±½ËÈ¾q¿

Vj ±f´c²

°

·¹±³»

°

´¶²}¾q·N²Æ±ÀÖ

X

µTº¹¿DÌf±³²Æ²w±�¿Æ¾

°

´¶µT·)·¹µTº¹´D¸

°

¿ÆµT·¹´¥ÒNº„ÎÔº¹·¹±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±«¸¹±�ËÈ¾À¿¶²

°

±3´

f V1; : : : ; Vkg ¸¹± V ±f´¶²!ºh·¹±�ès	�D>ý�?�?A�

�

�Íé��J�.�•ÿ��.�=´

°

j 6= j 0 °

É‘Ë¹Â

°

ÒNº¹±•ÒNº¹± Vj � Vj 0

±f´c²

°

É5ËÞµÀ´Æ´

°

Á¹ÂÕ±#ö

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿•ØÙ¾

°

´w¾

°

²•¸h±¥Âñ¾Ó²wµÀËÞµTÂÃµTß

°

±‘Ì3µTÉ•Á

°

·È¾q²wµ

°

¿Æ±qÍ/±3²½ÂÕ±¥Â

°

±3·®±f·�²w¿¶±



Ý

Ìf±³²Æ²Æ±•¸

°

´ÆÌ

°

Ë¹Â

°

·¹±�±3²=ÂÃ±f´àÉ5µW¸¹ò3ÂÕ±3´�ßT¿w¾qË¹è

°

ÒNº¹±3´à±f´c²�ºh·«´¶ºB
¶±3²�¸„ÎÔÅ3²Æº¹¸¹±!ÌfµÀ·N²Æ±fÉ5ËÞµÀ¿w¾

°

·Hù³Ö

Ú

¾Àº¹¿

°

²wì3±f·„Í

¯

ËÞ±3±f¸ ±³²

w

°


Æ¾Aê�¾À·%öcå•ŽÀÝÀÜNù•¸

°

´¶±f·�²œŠ5ê³�J�.�;=��‰	.�JŠJ�>µTº
±f·¹Ì3µT¿Æ±

�

?ë	 ü}ü•�¹=5@.ì

ÿ�@.�‰	��;�•ý

�

�³Ö

†

µÀ²w±3ìÓÒNº„ÎÔ±f·�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÏÍ:ÂÃ±f´ Vj ·¹±7´ÆµT·�²‘ËÈ¾À´�¸

°

´e
¶µ

°

·�²w´3Ö

w

µ

°

Ì

°

¾qÂÕµT¿¶´5ºh·¹±

¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µT·

°

É‘ËQµT¿c²}¾À·�²w±?â

¯

µ

°

² A = A1 � � � � � AN = � v2 V Av ÂÕ±LË¹¿Æµ'¸¹º

°

²1¸¹± � ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±3´1ÇÈ·

°

´1¾A¼T±3Ì V =
f 1; : : : ; � g ±³²‰´¶µ

°

²yº¹·¹±=ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±‰¸h±�ËÈ¾q¿¶²

°

±f´ f V1; : : : ; Vkg ¸h± V ÒNº

°

´Æµ

°

²L¸h±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿3Ö

Y�·®¾ÀËhËÞ±3ÂÕÂÕ±œD�þ

�5ˆ

?A�‚Š'ýŒ@.�‰	��

�

Š'ý<‹E>^�

�

ýÕü

�

�z�.�Ä±f·¹ßÀ±f·¹¸¹¿¶Å�ËÈ¾q¿ f V1; : : : ; Vkg ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±

¸¹±3´�Ëh¿ÆµTÁÈ¾qÁ

°

Â

°

²wÅ3´ (pa)a2 A ²w±3ÂÕÂÃ±f´àÒNº¹± pa > 0 ËQµTº¹¿�²ÆµTºh² a 2 A ±³²=²w±fÂÃÂÕ±3´�ÒNº¹±

logpa =
kX

j =1

gj (a) öÙáhÖÐÝ�ù

µ��7Âñ¾5ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT· a 7! gj (a) ·¹±�¸¹ÅfËQ±f·¹¸ ÒNº¹±?¸¹±f´ä¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±f´ av ²w±fÂÃÂÕ±3´�ÒNº¹± v 2 Vj :
¯'°

Âñ¾DØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±½¸¹±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿>±3´¶²>¿¶Åf¸¹º

°

²w±

�

f Vg Í“ÂÕ±�É5µW¸hòfÂÕ±5ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

Ò'ºh±�¸

°

´¶Ìf¿¶±3²>±3´¶²½¸

°

²

üE	��<>u�z@³Ö

Y�ºh¼'¿ÆµT·¹´‰º¹·¹±�ËÈ¾q¿Æ±f·�²Æè¹òf´¶±¡´Æº¹¿�Â—ÎÐºh·

°

Ì

°

²wÅ�¸¹±�Âñ¾?¿¶±fË¹¿¶Åf´Æ±3·�²}¾q²

°

µT·�¸ƒÎÐº¹·h±�ØYµT·¹Ì3²

°

µT· f
¸¹±�é x

A
´ÆµTºh´�Âñ¾�ØYµÀ¿ÆÉ5±

P k
j =1 gj (a) µ��¥ÂÃ±f´ gj ´¶µT·�²=ÌfµTÉ5É5±�Ì

°

¸¹±3´Æ´Æºh´fÖQð7Ê3É‘±�¸¹¾À·¹´�ÂÃ±

ÌA¾q´ä´

°

É‘ËhÂÕ± f (a1; a2) = g1(a1) + g2(a2)
°

Â/·„Î êÓ¾�ËÈ¾À´�º¹·

°

Ì

°

²ÆÅÀÍHË¹º

°

´ÆÒNº¹±•´

°

c ±f´c²�º¹·

¿ÆÅ3±fÂÞÒ'ºh±fÂÕÌ3µT·¹ÒNº¹±!¾ÀÂÃµT¿Æ´ g�
1(a1) = g1(a1) + c ±³² g�

2(a2) � c ´¶µT·�²à¸¹±3´�ØYµT·¹Ì3²

°

µT·h´‰¸¹± a1

´Æ±3º¹ÂQ±3²L¸¹± a2 ´Æ±fºhÂQ²Æ±fÂÕÂÃ±f´ÄÒNº¹± f = g�
1 + g�

2: ×‰±�ËÞµ

°

·�²Ä±f´c²�ÌfÂÕ¾À¿

°

ÇÈÅàËÈ¾À¿yÂñ¾!Ë¹¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·

´Æº

°

¼q¾À·�²w±qÖ

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gfm•ji<k

¯

µ

°

² A = A1 � � � � � A � = � v2 V Av ÂÕ±LË¹¿Æµ'¸¹º

°

²1¸¹± � ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±3´

ÇÈ·

°

´¢¾A¼À±fÌ V = f 1; : : : ; � g:
Ú

ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf±�é x

A
±f´¶²¢É•º¹·

°

¸¹±LÂñ¾à´¶²Æ¿Æº¹Ì³²wº¹¿¶±�±fºhÌfÂ

°

¸

°

±3·¹·¹±ÄÌA¾Oç

·¹µT·

°

ÒNº¹±ÀÖ

¯W°

S � V µT·•·¹µÀ²Æ± ES ÂÕ±‰´¶µTº¹´[±f´ÆË¹¾ÀÌf±à¸¹±Lé x

A
¸h±f´ f ²w±fÂÃ´¢ÒNº¹± f (a1; : : : ; an )

·¹±=¸¹Å3ËÞ±3·¹¸¹±�Ò'ºh±�¸¹±3´:¼À¾q¿

°

¾qÁ¹ÂÕ±3´ av ²w±3ÂÕÂÕ±3´:ÒNº¹± v 2 S: Y�·5·¹µÀ²w±=ËÈ¾q¿ E ?
S ´¶µT·5µT¿¶²Æè¹µTßTµqç

·È¾ÀÂz¸¹¾À·¹´�é x

A
±³²�ËÈ¾À¿ FS Â—Î

°

·N²Æ±f¿¶´Æ±fÌ³²

°

µT·D¸¹± ES ¾A¼T±3Ì�²ÆµTº¹´=ÂÕ±3´ E ?
S0 µ�� S0 � S ±3²�µ��

S0 6= S: íäÂÃµT¿Æ´ÄÂÃ±f´Ä±f´¶ËÈ¾ÀÌf±3´ FS ÒNºÈ¾q·¹¸ S � V ´¶µT·�²�±f·‘´ÆµTÉ5É5±à¸

°

¿¶±fÌ3²Æ±�µÀ¿¶²wèhµTßTµT·È¾qÂÕ±ÀÖ

Ú

ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf± F ;
±f´c²•ÂÏÎÔ±f´ÆË¹¾ÀÌf±½¸¹±3´•Ì3µT·¹´c²}¾À·�²w±3´�±³²AÍ„´

°

S ±3´¶²•·¹µT·�¼

°

¸¹±qÍ FS ±f´¶²•Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾ÀÌ3±

¸¹±3´ f 2 ES ²Æ±fÂÕ´=ÒNº¹±!ËQµTº¹¿�²wµÀºh² i 2 S µT·«¾

°

²

P
ai 2 A i

f (a) = 0: Y�·«¾½¾Àº¹´¶´

°

dim ES =
Y

v2 V

jAv j; dim FS =
Y

v2 V

(jAv j � 1); ES = � S0� SFS0: öÙáhÖ•ŽTù

ô:·7Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿fÍ'´

°

f V1; : : : ; Vkg ±f´c²�º¹·¹±¡ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±�¸h±

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿fÍHµT·«¾

EV1 + � � � + EVk = � 0FS ö—áhÖtåGëTù

µ�� � 0 °

·¹¸

°

Ò'ºh±�ÒNº¹±•ÂÕ¾‘´¶µTÉ‘É5±•±f´¶²�Ë¹¿

°

´Æ±•ËÞµTºh¿�²wµÀº¹´äÂÃ±f´ S ÒNº

°

´ÆµT·�²¡´¶µTº¹´�±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±

¸„ÎÐ¾ÀºDÉ‘µ

°

·¹´àº¹· Vj :

íî™5pqt4[Bï~ð!™5`ñl

í/¼T±3Ì7ÂÕ¾ ·¹µÀ²}¾ ²

°

µÀ·Û¸¹±DÂÏÎÔÅfß�¾ÀÂ

°

²ÆÅ�áhÖóåGë�ù?µT·(¼Tµ

°

²½ÒNº¹± p ±3´¶²5¸È¾À·h´5ÂÃ±

É5µW¸¹ò3ÂÕ±àè

°

Åf¿Æ¾À¿ÆÌ}è

°

ÒNº¹±�ßÀµTºh¼T±3¿Æ·¹Å�ËÈ¾À¿ f V1; : : : ; Vkg ´

°

±3²y´Æ±3º¹ÂÕ±3É‘±3·�²‰´

°

logp 2 EV1 +
� � � + EVk :

†

µÀ²w±3ì?ÒNº¹±>¸

°

¿Æ±•ÒNº¹± S ±f´¶²ä´ÆµTºh´¡±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±?¸„ÎÐ¾Àº É5µ

°

·h´�º¹· Vj ±f´c²¡Ë¹ÂÕºh´

ØYµT¿c²!Ò'ºh±5¸h±‘¸

°

¿Æ±>ÒNº¹± S ±3´¶²•´ÆµTºh´�±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±½¸¹± [ j Vj : ×‰¿Æµ

°

¿Æ±

�

Âñ¾�¿¶ÅfÌ

°

Ë¹¿¶µWÒNº¹±½±f´c²

º¹·¹±!±3¿Æ¿Æ±3º¹¿àØY¿ÆÅ3Ò'ºh±f·�²w±qÖ



ò

�Sóu(���,6�!�1 2"œ ‘ô‡*'��78 �7¤á1,6 ��!�! #"�7I(8á8/r&' ��!�1 2"S �áõ$'ß�7Iß2&)(��! 2"��

Ž

X

µTºh¿1¸¹Å3Ç¹·

°

¿[ÂÕ±f´[É‘µ'¸¹ò3ÂÕ±f´“ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

Ò'ºh±f´¢¸

°

´ÆÌ3¿Æ±³²w´fÍ ¼Tµ

°

Ì

°

¸¹±f´¢ËÞµ

°

·�²w´¢¸h±L¼Tµ'ÌA¾qÁ¹º¹Âñ¾

°

¿Æ±

¸¹±�Âñ¾�²wèhÅfµT¿

°

±=¸¹±f´yßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´fÖ

¯W°

(V; E) ±3´¶²Lº¹·�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±�·hµT·‘µÀ¿

°

±3·�²wÅ�±3²y´

°

V1 � V; ´Æµ

°

²

E1 Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±�¸¹±f´=¾q¿ÆÊ3²Æ±f´ f i; j g ¸¹± E ²w±3ÂÕÂÃ±f´‰ÒNº¹± i ±³² j ´¶µ

°

±3·�²=¸È¾À·¹´ E:
Ú

±¡ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

(V1; E1) ±f´c²�¾qÂÕµT¿¶´à¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅ¡ÂÕ±¡ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±½ý ÿ

�

>'ý��z¸¹± (V; E) ´¶º¹¿ V1 ö—ã�¾À·h´�ÂÕ¾>Â

°

²¶²wÅ3¿w¾q²Æº¹¿Æ±

°

ÂHê¥¾�º¹·¥µTÁ5
¶±³²=Ë¹ÂÕº¹´‰ßTÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ—Íh¾qË¹ËÞ±3ÂÕÅ�üGþB>�ü'=��‰	.�JŠJ� (V1; E 0
1) µ�� E 0

1 ±3´¶²=´

°

É‘ËhÂÕ±fÉ5±f·�²

¾À´c²w¿Æ±

°

·�²

�

Ê³²w¿Æ±¥ºh·û´¶µTº¹´>±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±¥¸h± E1 ù•Ö‘ã�·h±

�

?mý<‹E>^��¸¹± (V; E) ±3´¶²5¾ÀÂÃµT¿Æ´�º¹·¹±

ËÈ¾À¿c²

°

± V1 ¸h± V ²w±fÂÃÂÕ±½ÒNº¹±�ÂÃ±½ßT¿w¾ÀËhè¹±

°

·¹¸¹º

°

²!¸¹± (V; E) ´Æº¹¿ V1 ´Æµ

°

²

�

þBD8�a?A�.�—Ö!ã�·¹±

ÌfÂ

°

ÒNº¹± V1 ±3´¶²�¸

°

²Æ±ND0	cCTý�D0	�?A��´

°

V1 � V 0
1 ±3² V 0

1 6= V1 ±f·�²w¿Æ¾:9ñ·¹±>ÒNº¹± V 0
1 ·„ÎÔ±f´c²?ËÈ¾q´

º¹·¹±äÌfÂ

°

ÒNº¹±ÀÖ'érÂƒ±3´¶²=Å3¼

°

¸¹±f·�²à±³²�ØYµT·¹¸È¾qÉ‘±3·N²w¾ÀÂQ¸„ÎÐµÀÁ¹´Æ±3¿¶¼T±3¿=Ò'ºh±�ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±ä¸h±f´àÌfÂ

°

ÒNº¹±3´

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´‰¸„ÎÔº¹·«ßT¿w¾ÀËhè¹± (V; E) ØYµÀ¿ÆÉ5±¡º¹·¹±¡ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±�¸h±

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿�¸h± V:
öÙérÂà´¶±f¿w¾

°

²½Ë¹ÂÃº¹´>´

°

É‘Ë¹ÂÃ±�¸„ÎÐ¾ÀË¹ËQ±fÂÃ±f¿>Ì3Â

°

ÒNº¹±�²ÆµTºh²½Ì3µTº¹¿¶²5Ì3±«ÒNº„ÎÔµT·
¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±�Ì3Â

°

Ò'ºh±

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±¥±³²¥´ÆµTºh´�ßT¿w¾qË¹è¹±f´�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²w´‘ÂÕ±f´‘ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´‘µT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±3´fÍyÉ�¾

°

´‘¸h±ÓËQÅf·

°

Á¹ÂÕ±3´

¸

°

´ÆÌfºh´Æ´

°

µT·¹´½¾A¼T±3ÌD¸¹±f´>²wèhÅfµT¿

°

Ì

°

±f·¹´?¸¹±f´½ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´>É7ÎÔµT·�²>É5µT·�²w¿ÆÅ�Ò'ºh±«ÌqÎÐÅ³²}¾

°

²>ËQ±

°

·h±

ËQ±f¿Æ¸hº¹±Gù•Ö

¯

µ

°

²1¾ÀÂÃµT¿Æ´/º¹·?É‘µ'¸¹òfÂÃ±Äè

°

Å3¿w¾À¿¶Ì}è

°

ÒNº¹±y¸

°

´¶Ìf¿¶±3²1ßÀµTºh¼T±3¿Æ·¹ÅLËÈ¾À¿“Âñ¾=ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±¢¸¹±

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿

f V1; : : : ; Vkg Y�· ¾qË¹ËÞ±3ÂÕÂÃ±“=��‰	.�JŠJ�“	 ü}üGþ

�

ýŒ@‘ÂÕ± ßÀ¿w¾ÀË¹èh±]¸hµT·�²DÂÕ±f´«¾À¿¶Ê3²Æ±f´D´ÆµT·�²D²wµÀº¹´

ÂÕ±3´‘´¶µTº¹´�±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±f´

�

¸¹±fº'» ±3ÂÕÅfÉ5±f·�²Æ´�¸„ÎÐ¾Àº�É5µ

°

·¹´‘ºh· Vj : Y�· ¸

°

²�¾qº¹´Æ´

°

=��‰	.�JŠJ�

�1ö

ý ÿJ�…�.�Ð	

�

�ÙýÏþ ÿÈÖ

w

µ

°

Ì

°

²w¿¶µ

°

´•±•»W±fÉ5Ë¹ÂÕ±3´>¸¹±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´!¸¹±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿>´¶º¹¿ f 1; 2; 3; 4g:
Ú

±

ÂÕ±3Ì3²Æ±fº¹¿=±f´c²

°

·�¼

°

²wÅ

�

¸¹±3´Æ´

°

·¹±3¿�ÂÃ±f´àßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´�Ì3µT¿Æ¿¶±f´¶ËÞµT·h¸È¾À·�²w´

åTÖ V1 = f 2; 3; 4g Í V2 = f 1; 2g:
˜

Ö V1 = f 2; 3; 4g Í V2 = f 1; 2g; V3 = f 1; 4g;

áhÖ V1 = f 2; 3; 4g Í V2 = f 1; 2; 4g:

Y�·�¼Tµ

°

²•ÒNº¹±‘ÂÕ±f´�±³»W±fÉ5Ë¹ÂÃ±f´

˜

ù•±3²•á�ù•µÀ·N²?É‘Ê3É‘±5ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±7â[Ì3±fÂÕº

°

Ì

°

·„ÎÔ±f´c²>¸¹µT·hÌ

ËÈ¾À´!Ìf¾À¿w¾ÀÌ³²wÅ3¿

°

´c²

°

Ò'ºh±5¸h±5ÂÕ¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±�¸¹±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿3Í“±³²•¸¹µT·¹Ì½¸¹º]É‘µ'¸¹ò3ÂÕ±>è

°

Åf¿w¾q¿ÆÌ}è

°

Ò'ºh±

ÒNº„ÎÔ±fÂÕÂÃ±¡ßTµTºh¼À±f¿¶·¹±ÀÖ

Y�·>¸

°

¿Æ¾�¾ÀÂÕµÀ¿Æ´“Ò'ºh±àÂÕ±‰É5µ'¸¹òfÂÃ±‰è

°

Åf¿w¾q¿ÆÌ}è

°

Ò'ºh±�ßTµTºh¼À±f¿¶·¹ÅàËÈ¾À¿[Âñ¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±:¸¹±

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿

f V1; : : : ; Vkg ±3´¶²�=��‰	.�JŠ'ý<‹E>J�=´

°

ÂÕ±3´äÌ3Â

°

ÒNº¹±3´äÉ‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´=¸¹º#ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±?¾À´Æ´¶µWÌ

°

Å?´¶µT·�²¡ÂÕ±3´

f V1; : : : ; Vkg:
Ú

¾�Ì3µT·¹·È¾

°

´Æ´Æ¾À·¹Ì3±�¸¹º�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±ä¸„ÎÔº¹·�É5µW¸hòfÂÕ±=ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

ÒNº¹±�¸

°

´ÆÌ3¿Æ±³²‰¸¹µÀ·¹·¹±

Âñ¾•Ì3µT·¹·È¾

°

´Æ´Æ¾À·¹Ì3±•¸h±•´¶±f´=ÌfÂ

°

ÒNº¹±3´àÉ�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´3ÍW¸¹µÀ·¹Ì¡¸¹±!Âñ¾?ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±=¸¹±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿=ÒNº

°

ÂÕ±

ßTµTºW¼T±f¿¶·¹±•â'ÂÕ±�ßT¿w¾qË¹è¹±ä¸hÅ3²w±3¿ÆÉ

°

·¹±�ÂÕ±�É‘µ'¸¹ò3ÂÕ±�ßT¿w¾ÀËhè

°

ÒNº¹±qÍ

�

Âñ¾�¸

°Ãõ

Åf¿Æ±3·¹Ìf±�¸¹º�É5µW¸hòfÂÕ±

è

°

Åf¿w¾q¿ÆÌ}è

°

Ò'ºh±ÀÖNã�¾À·h´LÂÃ±f´:²w¿¶µ

°

´Ä±³»W±3É‘Ë¹ÂÃ±f´ÄË¹¿¶ÅfÌfÅ3¸¹±f·�²Æ´fÍhµÀ·5¼Àµ

°

²yÒNº¹±�ÂÕ±!åOù1±3²yÂÕ±�á�ù¢´¶µT·�²

ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

Ò'ºh±f´=±3²�ÒNº¹±!ÂÕ±

˜

ù‰·h±•Â—ÎÐ±3´¶²�ËÈ¾À´3Ö

÷ ø�Ÿ�© ¨.O.O3›=ªû›‰¦�• ¤�¬¥›=¬¤Ú/¨³›�OsO³›=ª�¬DŸ¯Ú1U� [›�OsO³›=ª�›ÛÚyP�Ø=¬NØ� 1Ÿ¯O³›=ª�­

×‰µTÉ5É‘±½±³»WË¹Â

°

ÒNº¹Å

�

ÂÕ¾«´¶±fÌ3²

°

µT·�åTÍzÂÕ±3´�É5µW¸hòfÂÕ±3´�ÒNº¹±‘·¹µTº¹´•ÌfµÀ·¹´

°

¸¹Åf¿¶µT·¹´

°

Ì

°

¾ÀËWç

ËÈ¾À¿c²

°

±f·¹·¹±3·�²

�

Âñ¾½ßT¿w¾À·h¸¹±•ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±ä¸¹±f´�É‘µ'¸¹òfÂÃ±f´=±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕ´fÍQ±3²�è¹Å3¿

°

²Æ±f·�²�¸¹±?ÂÃ±fº¹¿¶´

Ë¹¿¶µTË¹¿

°

Å3²ÆÅf´=ßTÅf·hÅf¿w¾qÂÕ±f´3Í¹ÒNº„ÎÔµT·7¼q¾>ËÈ¾À´¶´Æ±f¿�±f·«¿Æ±³¼'º¹±�É‘¾

°

·N²Æ±f·È¾q·N²fÖ

ã�·¹±5ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±•±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±½·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±½±f´¶²?¸¹Å3Ç¹·

°

±#öÙµT·]¼À¾D¼Tµ

°

¿�Ì3µTÉ5É‘±3·N²•¸È¾q·¹´

º¹·

°

·¹´¶²w¾À·�²•ù>´Æº¹¿‘º¹·�±3´ÆËÈ¾qÌf±Ó¼À±fÌ3²ÆµT¿

°

±fÂ�¿ÆÅ3±fÂ�¸¹±Ó¸

°

É‘±3·¹´

°

µT·(ÇÈ·

°

± E: x=Åf´

°

´¶²ÆµT·¹´

°

Ì

°

�

Âñ¾«²w±f·�²w¾q²

°

µT·Û¸¹±�Ì3µT·hØYµT·¹¸h¿Æ± E ±³²½é x

n
Í[Ìf±¥ÒNº

°

·¹µÀº¹´>Â

°

±f¿w¾

°

²!²w¿¶µTË

�

º¹·(´¶ê'´¶²ÆòfÉ5±

ËÈ¾À¿c²

°

Ìfº¹Â

°

±f¿=¸¹±�Ìfµ'µT¿Æ¸hµT·¹·¹Å3±f´fÖ

Ú

ÎÐ±3´ÆËÈ¾ÀÌ3±>¸¹ºÈ¾ÀÂ E �
±f´¶²�ÂÏÎÔ±f´ÆË¹¾ÀÌf±�¸¹±f´äØYµÀ¿ÆÉ5±f´äÂ

°

·¹Åf¾

°

¿¶±f´

� ´¶º¹¿ E: Y�·Û·¹µÀ²w±3¿w¾ Âñ¾D¼q¾ÀÂÕ±3º¹¿ � (x) Ë¹¿

°

´Æ±�ËÈ¾À¿•ÂÕ¾7ØYµT¿ÆÉ5± � 2 E �
´¶º¹¿>ÂÕ±5¼T±3Ì3²w±3º¹¿



åGë

x 2 E Ë¹ÂÃºh²zäÀ²�ËÈ¾À¿ h� ; xi :
¯W°

E ±3´¶²�É?º¹·

°

¸„ÎÐºh·¹±?´c²w¿ÆºhÌ3²wºh¿Æ±•±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¹·¹±•ßTµTºW¼T±f¿¶·¹Åf±

ËÈ¾À¿�ÂÕ±�Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²�´ÆÌA¾qÂñ¾

°

¿Æ± h; i µT·Ó´Æ¾

°

²�ÒNº¹± E �
´3Î

°

¸¹±f·�²

°

ÇÈ±�ÌA¾À·¹µÀ·

°

ÒNº¹±3É‘±3·N²

�

E ±³²�ÂÕ¾

·¹µÀ²w¾q²

°

µT· h� ; xi ±f´c²�Ì3µTÉ5ËÈ¾q²

°

Á¹ÂÕ±�¾G¼À±fÌ•Ìf±³²Æ²w±

°

¸¹±f·�²

°

ÇÈÌA¾ ²

°

µÀ·„Ö

ô:·¹´Æº

°

²w±qÍ[µT·]ÌfµÀ·¹´

°

¸¹òf¿¶±�º¹·¹±‘É‘±3´Æº¹¿¶± � öÙËQµT´

°

²

°

¼T±Gù�´¶º¹¿ E Í/ËÈ¾À´•·¹ÅfÌ3±f´¶´w¾

°

¿Æ±fÉ5±f·�²

ÁQµT¿Æ·¹Å3±ÀÍQ±3²ä´w¾¼�<�‰	ÀÿhüeèAþB�.Dƒ@•�

�

�¯ù~	.�a?ë	

�

�³ÍHÌÀÎÔ±f´¶²

�

¸

°

¿¶±�ÂÕ¾5ØYµT·hÌ3²

°

µT·«¸¹Å3ÇÈ·

°

±?´¶º¹¿ E � �

¼q¾ÀÂÕ±3º¹¿Æ´à¸¹¾À·¹´ [0; 1 ] ¸¹Å³ÇÈ·

°

±•Ë¹¾À¿

L � (� ) =
Z

E
eh� ;x i � (dx):

Y�·D·¹µÀ²w± k� = logL � ÒNº„ÎÐµÀ·Ó¾ÀËhËÞ±3ÂÕÂÕ±#èAþ ÿ

�

�—ýÏþ ÿ

�

�

�

>5D‚>5?ë	ÀÿJ�Yü‰¸¹± �: Y�·«·¹µÀ²w±

D(� ) = f � 2 E � ; L � (� ) < 1g

±3² �( � ) ÂÏÎ

°

·�²ÆÅf¿

°

±fº¹¿‰¸¹± D(� ): Y�·7¾ÀË¹ËQ±fÂÕÂÃ±�Ìf±!¸¹±3¿Æ·

°

±f¿=±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±!ÂÕ±

�

þBD0	Àý ÿ��L¸¹± �:

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gfûú!i<k

¯

µ

°

² � º¹·¹±•É‘±3´Æº¹¿¶±•´¶º¹¿ E ÖhíäÂÕµÀ¿Æ´

åTÖ

Ú

±f´�±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±3´ D(� ) ±3² �( � ) ´¶µT·�²äÌ3µT·�¼T±³»W±3´fÍ k� ±f´¶²äÌfµT·�¼À±³»W±•´Æºh¿ D(� ) ÍÈ±3²

¾À·¹¾ÀÂÃêN²

°

ÒNº¹±�¿ÆÅ3±fÂÃÂÕ±¡´Æºh¿ �( � ):
˜

Ö

¯W°

¸¹±#Ë¹ÂÃº¹´ � ·ƒÎÐ±3´¶²DËÈ¾À´�ÌfµT·¹Ì3±f·�²w¿¶Åf±�´Æºh¿�º¹·�è�ê'ËÞ±3¿ÆË¹ÂÕ¾À·�¾qÑ5·¹±#¸¹± E ±3²¥´

°

�( � ) ·ƒÎÐ±3´¶²�Ë¹¾À´‘¼

°

¸h±ÀÍL¾ÀÂÕµT¿¶´ k� ±f´c²¥´¶²Æ¿

°

Ì3²w±3É‘±3·�²�Ì3µT·�¼T±³»W± ´¶º¹¿ �( � ) ÍÄ±3²�´w¾

¸

°óõ

Å3¿Æ±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±�´Æº¹¿=Ì3±3²�±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±•´w¾q²

°

´¶ØÙ¾

°

²

k0
� (� ) =

L0
� (� )

L � (� )
=

Z

E
xeh� ;x i� k � (� ) � (dx): öÙÜhÖóåÀåOù

ã�·h±�ØYµ

°

´[ËÞµTºh¿1²wµTºh²Æ±f´:µT·>·hµÀ²w±=¾ÀÂÃµT¿Æ´ M (E) ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±�¸¹±3´:É‘±3´Æº¹¿¶±f´ � ´Æºh¿ E ²w±3ÂÕÂÃ±f´

� ·¹±�´¶µ

°

²•ËÈ¾À´•ÌfµÀ·¹Ìf±3·N²Æ¿ÆÅ3±�´Æº¹¿•º¹·®è�ê'ËQ±f¿ÆËhÂñ¾À·�¾qÑ5·¹±‘±³²�²Æ±fÂÃÂÕ±f´!ÒNº¹± �( � ) ´Æµ

°

²•·¹µT·

¼

°

¸¹±qÖ

¯W°

� 2 M (E) ±³²�´

°

� 2 �( � ); ¾ÀÂÃµT¿Æ´

P(� ; � )(dx) = eh� ;x i� k � (� ) � (dx)

±f´c²�º¹·¹±!Ë¹¿ÆµÀÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²ÆÅä´¶º¹¿ E:
Ú

±fº¹¿=±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±

F = F (� ) = f P(� ; � ); � 2 �( � )g

±f´c²à¾ÀËhËÞ±3ÂÕÅ�ès	�D>ý�?�?A�‡�‰Cs�Èþ ÿ��³ÿJ�—ýŒ�.?�?A��ÿa	��<>u�z�.?�?A�Ä±3·¹ßT±3·¹¸¹¿ÆÅ3±�ËÈ¾À¿ �:
†

µÀ²Æ±fì�ÒNº¹± F (� ) ±3´¶²

º¹·7±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±ÀÍƒ¾ÀÂÕµT¿¶´=Ò'ºh± � 7! P(� ; � ) ±f´c²�º¹·h±?ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5Å3²w¿

°

´Æ¾q²

°

µT·D¸¹±?Ì3±3²�±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±ÀÍ

ÒNº

°

¾À¸hÉ‘±³²!¸„Î ¾qºh²w¿¶±f´!ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ‘Å³²w¿

°

´w¾ ²

°

µÀ·¹´äºh²

°

ÂÃ±f´fÖ

X

¾À¿¡±•»W±fÉ5Ë¹ÂÕ±qÍ F (� ) = F (� 0) ´

°

±³²

´Æ±3º¹ÂÕ±3É‘±3·�²•´

°L°

ÂÄ±³»

°

´¶²w± � 0 2 E �
±3² b 2 é x ²Æ±fÂÕ´�ÒNº¹± � 0(dx) = eh� 0 ;x i + b� (dx):

Ú

¾

ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5Å3²w¿

°

´Æ¾q²

°

µT·!ÌfµT¿¶¿Æ±f´¶ËÞµÀ·¹¸È¾À·�²w±à´¶±f¿Æ¾

°

²[µTÁh²Æ±f·Nº¹±�¸¹±‰Âñ¾�Ëh¿ÆÅfÌ3Åf¸¹±3·�²w±=ËÈ¾À¿“º¹·¹±�´

°

É5Ë¹ÂÕ±

²w¿Æ¾À·¹´¶Âñ¾q²

°

µT· � 7! � � � 0:
ã�·¹±=¾qºh²w¿¶±àËÈ¾À¿w¾qÉ‘Å³²w¿

°

´w¾q²

°

µT·�¸¹± F (� ) Ë¹ÂÕºh´

°

É5ËÞµT¿c²}¾À·�²Æ±‰±f´c²ÄµTÁh²Æ±f·Nº¹±

�

ËÈ¾À¿c²

°

¿[¸¹±

Âñ¾>ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±¡ÜhÖÃåTåGù³ÍHÒNº

°

ËÞ±3ºh²�Ê³²w¿Æ±•¿Æ±³ØYµT¿ÆÉ?º¹ÂÕÅ3±•±3·#¸

°

´w¾À·�²�Ò'ºh± k0
� (� ) ±3´¶²�ÂÕ¾5É5µGêT±3·¹·¹±

m 2 E ¸¹±>ÂÕ¾�Ë¹¿ÆµTÁ¹¾ÀÁ

°

Â

°

²ÆÅ P(� ; � ): ô:·¹´Æº

°

²w±qÍ„Ë¹º

°

´ÆÒNº¹±½É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�² k� ±f´c²!´¶²Æ¿

°

Ì³²w±•ç

É5±f·�²•ÌfµT·�¼T±•»W±¥´Æº¹¿ �( � ); ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ � 7! k0
� (� ) = m ¸¹±3¼

°

±f·�²•º¹·h±5ØYµT·hÌ3²

°

µT·ûý ÿcüc�

�

�—ý�’��
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åTå

öÙ¸ƒÎ ¾ÀËh¿Æòf´ÄÂÃ±f´ÄË¹¿ÆµÀË¹¿

°

Å3²wÅ3´:¸¹±f´ÄØYµT·¹Ì³²

°

µT·¹´:ÌfµÀ·N¼À±³»W±f´wùy¸¹± �( � )
�

¼À¾qÂÕ±fºh¿Æ´:¸È¾À·h´ E:
Ú

ÎÐ±3·Wç

´Æ±3É•Á¹ÂÃ± M (F ) = M (F (� )) ¸¹±3´¡¼À¾qÂÕ±fºh¿Æ´!ÒNº„ÎÐ±3ÂÕÂÃ±>Ë¹¿Æ±3·¹¸œ´3Î ¾qË¹ËÞ±3ÂÕÂÃ±>ÂÕ±

�

þBD0	Àý ÿ��

�

�}ü

D�þBêG�³ÿÈÿ��}ü‰¸h± F (� ); ±³²�µÀ·«·hµÀ²w±!¸¹Å3´ÆµT¿¶É�¾

°

´àËÈ¾À¿  � ÂÕ¾•ØYµT·¹Ì3²

°

µT·¥¿¶ÅfÌ

°

Ë¹¿¶µWÒNº¹±!¸¹± k0
� :

Ú

¾•ØYµT·¹Ì3²

°

µT· m 7!  � (m) ±f´¶²�¸¹µÀ·¹Ì!º¹·¹±!Á

°


¶±3Ì3²

°

µT·¥¸¹± M (F ) ±³²�¸¹± �( � ) ²Æ±fÂÕÂÃ±�ÒNº¹±

 � (k0
� (� )) = � ; k0

� ( � (m)) = m:

X

¾q¿•ÌfµT·h´ÆÅfÒNº¹±3·�²�Â—Î ¾ÀËhË¹Â

°

ÌA¾q²

°

µT·�¸¹± M (F ) ¸È¾À·¹´ F ¸¹Å³ÇÈ·

°

±�ËÈ¾À¿ m 7! P(m; F ) =
P( � (m); � ) ±3´¶²•ºh·¹±‘Á

°


¶±fÌ³²

°

µT·�¾qË¹ËÞ±3ÂÕÅ3±¤�
	��‰	�Dƒ@.�<�³ýÕüE	��ÙýÏþ ÿ¼�
	��¤?ë	mD�þBêš�³ÿÈÿ���¸¹±‘ÂÕ¾

ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±1±•»hËQµT·¹±3·�²

°

±3ÂÕÂÃ±y·¹¾q²wº¹¿¶±fÂÃÂÕ± F Ö

Ú

±y²Æè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±‰¸h±f´[ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·¹´

°

É5Ë¹Â

°

Ì

°

²w±3´„±f·�²w¿Æ¾:9ñ·h±

ÒNº¹± MF ±3´¶²Äº¹·ÓþB>5’��.�³�h¸¹± E è¹µTÉ5ÅfµÀÉ‘µT¿¶Ë¹è¹±

�

E: ã�¾À·¹´:ÂÃ±f´[ÌA¾À´:Ì3Âñ¾À´¶´

°

ÒNº¹±3´1ÒNº

°

·hµTº¹´

°

·�²ÆÅf¿Æ±3´Æ´¶±f·�²ä¸¹¾À·¹´=Ìf±•ÌfµTºh¿Æ´fÍÈÌqÎÐ±3´¶²�º¹·DÌfµT·�¼À±³»W±ÀÍÞÉ�¾

°

´�ËÈ¾À´=±3·7ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÏÖ

ô1²wº¹¸

°

µT·¹´•É�¾

°

·�²w±3·È¾À·�²•ÂÕ±f´!Ë¹¿¶µTË¹¿

°

Å3²ÆÅf´•¸¹±5Ìf±f´•ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´�¸¹º�ËQµ

°

·�²•¸¹±½¼'º¹±‘¸h±‘ÂÕ¾

ÌfµÀ·N¼ÀµTÂÕºW²

°

µÀ·„Ö

¯W°

� 2 M (E) µT·#¾qË¹ËÞ±3ÂÕÂÃ±�±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±�¸¹±‚ýÀµÀ¿ÆßT±3·¹´Æ±3·#¸¹± � ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±

�( � ) ¸¹±f´ � > 0 ¾Aê�¾q·N²•ÂÕ¾�Ë¹¿ÆµÀË¹¿

°

Å3²wÅ?´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±�â

°

Â¢±•»

°

´¶²Æ±>º¹· � � 2 M (E) ²Æ±fÂ1ÒNº¹±

�( � � ) = �( � ) ±3²�²w±3Â¢ÒNº¹± L � � = (L � )� : Y¡Áh´Æ±f¿c¼TµT·h´¡Ò'ºh± �( � ) ÌfµT·�²

°

±f·�²�²ÆµTºB
¶µTº¹¿¶´

ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±Lé

† �
¸¹±3´1±f·�²

°

±f¿¶´ > 0: ô:·½±

õ

±3²:É5ÊfÉ5±y´

°

� ·ƒÎÐ±3´¶²:ËÈ¾q´1º¹·¹±�É5±f´¶º¹¿Æ±‰ÁÞµT¿¶·¹Åf±qÍ

ÂÕ±¡ØÙ¾

°

²=ÒNº¹± � 2 M (E) ±f·�²w¿Æ¾:9ñ·h±•ÒNº¹±�´Æ±3´�Ë¹º

°

´Æ´Æ¾À·¹Ì3±f´ä¸h±�Ì3µT·�¼TµTÂÃºh²

°

µT· � � n
±•»

°

´¶²Æ±f·�²

±3²�´ÆµT·�²=¸È¾À·h´ M (E) Í¹¾A¼À±fÌ (L � )n
ËQµTº¹¿L²w¿w¾q·¹´¶ØYµT¿¶É‘Å3±f´à¸¹±

Ú

¾qË¹Âñ¾ÀÌ3±ÀÖhãäµT·¹Ì � � = � � n

ËQµTº¹¿ � = n 2 é

† � : þ¡ºh±fÂ„Â

°

±f·‘ê¥¾•²¶ç

°

ÂQ±f·�²w¿¶±¡ÂÕ±f´�ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±3´Ä±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±f´à·¹¾q²wº¹¿¶±fÂÃÂÕ±f´

F� = F (� � ) ±3² F = F (� )? Y¡·5¼Tµ

°

²ÄØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±fÉ5±f·�²

�

ËÈ¾À¿¶²

°

¿Ä¸¹±3´L¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µÀ·¹´ÄÒ'ºh±äËQµTº¹¿

� ¸È¾q·¹´�Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±¡¸¹±WýÀµT¿ÆßT±3·¹´Æ±3·„ÍÈ±3²�±3·7ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿�ËÞµÀº¹¿ � ±f·�²

°

±f¿=µT·«¾Dâ

M (F� ) = �M (F );  � � (m) =  � (
m
�

) öÙÜ¹Öóå

˜

ù

ã�·¹±!Ì}è¹µÀ´Æ±•´

°

É5Ë¹ÂÃ±�É�¾

°

´

°

É‘ËQµT¿¶²w¾À·�²w±�±3´¶²�ÒNº¹±

P(� ; � ) � n = P(� ; � � n):

X

µÀº¹¿[ÂÃ±:¼Tµ

°

¿fÍ

°

Â�´¶ºhÑ½²1¸¹±yÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±f¿zÂÃ±f´/²w¿Æ¾À·¹´¶ØYµÀ¿ÆÉ5Åf±f´“¸¹±

Ú

¾ÀË¹Âñ¾qÌf±Ä¸¹±f´“¸¹±3ºW»�É‘±3É•Á¹¿Æ±3´Lâ

X

¿Æ±3·¹µT·¹´ � ËQµTº¹¿äËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±?¸¹±•Âñ¾5²w¿w¾q·¹´¶ØYµT¿¶É‘Å3±•¸¹±

Ú

¾ÀË¹ÂÕ¾ÀÌf±qÍƒË¹º

°

´�ÒNº¹± � ±f´¶²!¸hÅ6


�

Ë¹¿

°

´¡âÈËQµTº¹¿�²wµÀºh² � 2 �( � ) � � µT·«¾

LP (� ;� ) (� ) =
L � (� + � )

L � (� )
; LP (� ;� � n )(� ) =

L � n (� + � )
L � n (� )

=

 
L � (� + � )

L � (� )

! n

= L (P (� ;� )) � n (� ):

ã�·¹±�ÌfµT·h´ÆÅfÒNº¹±3·¹Ìf±•²Æè¹ÅfµÀ¿

°

ÒNº¹±�±f´c²�¾ÀÂÃµT¿Æ´�Âñ¾½´Æº

°

¼q¾À·�²w±5âH´

°

X 1; : : : ; X n ´¶µT·�²

°

·¹¸¹Å³ç

ËQ±f·¹¸È¾q·N²Æ±f´Ä±3²Ä¸h±àÉ‘Ê3É‘±�ÂÃµ

°

P(� ; � ) µ�� � ±3´¶²

°

·¹Ì3µT·¹·Nº„Í�¾qÂÕµT¿¶´¢Âñ¾�ÂÃµ

°

¸¹± X 1 + � � �+ X n

¾ÀË¹Ë¹¾À¿¶²

°

±f·�²

�

ÂÕ¾!ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±L±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±�·È¾q²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ± F (� � n ) ¾A¼À±fÌäÂÃ±�É5ÊfÉ5±�ËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±

°

·hÌfµT·¹·Nº„Ö

¯W°

Á

°

±f·¥ÒNº¹±!¸È¾À·¹´àÂÃ±f´àË¹¿¶µTÁ¹ÂÃòfÉ5±f´�¸„ÎÔ±f´c²

°

É�¾q²

°

µT·�¸¹ºDËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±

°

·¹Ì3µT·¹·Nº �
¸¹µT·�²!·¹µÀº¹´!¾ÀÂÕÂÃµT·¹´�ËÈ¾À¿ÆÂÃ±f¿�É‘¾

°

·N²Æ±f·È¾q·N²fÍƒµT·�ËQ±fºh²

°

É�¾qß

°

·¹±3¿�ÒNº„ÎÔµT·�ØÙ¾

°

²äÂÏÎÔ±f´c²

°

É‘¾q²

°

µT·

¾A¼T±3Ì¹>'ÿ��¡ü•�.>u?A�‰µTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·„Ö

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gfÿú!i|h~i

¯

µ

°

² � 2 M (E) ±³² X º¹·¹±•¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±?¾qÂÕÅA¾ ²wµ

°

¿Æ±?¸h±•ÂÕµ

°

P(� ; � )
µ�� � ±f´¶²

°

·hÌfµT·¹·Nº„Özí�ÂÕµT¿¶´¡´

°

Âñ¾�¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿¡¸¹± X ±f´c²?¸È¾q·¹´!ÂÕ±½¸¹µTÉ‘¾

°

·h±•¸¹±f´•É5µOêÀ±f·¹·h±f´



å

˜

M (F (� )) ÍÈÂÏÎÔ±f´c²

°

É�¾q²Æ±fº¹¿à¸hºqD0	cCTý�D‚>5D

�

�•’•�‰	ÀýÕü•�.D0FE?ë	Àÿ

�

�LËQµTº¹¿ � ±3´¶²ä¸¹Å3ÇÈ·

°

±³²ä±3´¶²

ÅfßT¾ÀÂ

�

 � (X ):
ã�¾À·¹´‰Âñ¾�Ëh¿w¾q²

°

ÒNº¹±ÀÍ'µT·�¼q¾•¾qË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹±f¿yÌf±�¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²�¾qº�ÌA¾À´‰µ�� X = X 1 + � � � + X n

ÌfµÀÉ‘É5±:Ì

°

¸¹±3´Æ´¶º¹´fÖÀã?Î ¾qË¹¿Æò3´[Ü¹Öóå

˜

ù•ÍG´

°

ÂÕ¾=É5µGêT±3·¹·¹±‰±3É‘Ë

°

¿

°

ÒNº¹± X n = 1
n (X 1+ � � �+ X n )

±f´c²¢¸¹¾À·¹´ MF ¾ÀÂÃµT¿Æ´/ÂÏÎÔ±f´c²

°

É�¾q²Æ±fº¹¿z¸h± � ¸¹º?É‘¾ »

°

É•ºhÉ ¸¹±y¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±Ä±f´¶²  � (X n ):
¯

º¹Áh´

°

´c²w±‘Âñ¾¥¸

°

Ñ5Ì3º¹ÂÃ²ÆÅ‘ÒNº¹±‘ËÞµTºh¿•ÒNº¹±‘Ìf±³²•±f´c²

°

É�¾q²Æ±fº¹¿!±•»

°

´¶²Æ±ÀÍ

°

Â1ØÙ¾Àºh²�ÒNº¹± X n ´Æµ

°

²

¸È¾À·h´ M (F ):
X

µÀº¹¿�·hµTº¹´�¿ÆÅfÌ3µT·hØYµT¿c²w±3¿fÍ

°

Â„ê¥¾5ÂÕ¾½ÂÃµ

°

ØYµT¿c²w±!¸¹±f´�ßT¿Æ¾À·¹¸¹´=·¹µTÉ?Á¹¿Æ±3´fÍHÒNº

°

¸

°

²

°

Ì

°

ÒNº¹±�Âñ¾=Â

°

É

°

²w±:Ë¹¿¶±f´¶Ò'ºh±à´��¹¿¶±‰¸¹±�ÂÕ¾�´¶º

°

²Æ± (X n )n� 1 ±3´¶² k0
� (� ) 2 M (F ): ×‰µÀÉ‘É5±

µT·œ¾�¼WºœÒNº¹± M (F ) ±3´¶²•º¹·œµTºh¼T±3¿¶²�º¹·�²w±fÂ:¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²•ß�¾À¿w¾q·N²

°

²!Â—ÎÐ±•»

°

´¶²Æ±f·¹Ì3±5¸ƒÎÐº¹· n0

ö—¾qÂÕÅA¾ ²wµ

°

¿Æ±

°

Â„±f´c²=¼W¿Æ¾

°

ùL²Æ±fÂzÒNº¹± X n0 ¾qË¹ËÈ¾À¿c²

°

±3·¹·¹±

�

M (F ):
Ú

±f´LØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±3´:±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±3´LµT·�²LÅfß�¾qÂÕ±fÉ5±f·�²Lº¹·¹±�Ë¹¿ÆµTËh¿

°

Å³²wÅ�ÌfµT·hÌf±f¿¶·È¾À·�²àÂÃ±f´y´¶²}¾Oç

²

°

´¶²

°

ÒNº¹±f´à´¶ºhÑ5´w¾À·�²Æ±f´äÒNº

°

¸hÅfÌfµÀº¹ÂÕ±!¸¹±!Âñ¾>Ë¹¿¶µTËQµT´

°

²

°

µÀ·�´Æº

°

¼q¾À·�²w±½â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gfyú!i|•~i

¯

µ

°

² � 2 M (E) Íh´Æµ

°

² � 1; : : : ; � n ¸È¾q·¹´àÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±¡¸¹±�ýÀµT¿¶ßT±f·'ç

´Æ±3· �( � ) ±3²�´Æµ

°

² � 2 �( � ) Çh»WÅÀÖ�Y¡·7ÌfµT·h´

°

¸hòf¿Æ±•¸¹±3´�¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±f´�¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ±3´

°

·¹¸hÅfËQ±f·Wç

¸È¾À·�²Æ±f´ X 1; : : : ; X n ²Æ±fÂÕÂÃ±f´/ÒNº¹± X j ´Æµ

°

²“¸¹±‰ÂÃµ

°

P(� ; � � j ): Y�·•ËÞµÀ´Æ± S = X 1+ � � �+ X n

±3² � = � 1 + � � � + � n : íäÂÃµT¿Æ´ S ±f´¶²½¸h±�ÂÕµ

°

P(� ; � � ) ±³²>Âñ¾«ÂÕµ

°

ÌfµT·h¸

°

²

°

µT·¹·h±fÂÕÂÃ±½¸¹±

(X 1; : : : ; X n ) ´w¾qÌ}èÈ¾À·�² S = s ·¹±!¸¹ÅfËQ±f·¹¸7ËÈ¾À´=¸¹± � :

Ú

±‘Ìf¾À´•ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿

°

É5ËQµT¿¶²w¾À·�²¡¸¹±�ÂÕ¾¥Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·�Ë¹¿ÆÅ3ÌfÅ3¸¹±f·�²w±�±f´¶²?Å3¼

°

¸h±fÉ5É‘±3·N²•ÂÃ±

ÌA¾q´ � j = 1 ËQµTº¹¿•²wµÀºh² j: érÂ�±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±¥ÒNº¹±7ËQµTº¹¿?±f´¶²

°

É5±f¿ �
�

ËÈ¾q¿¶²

°

¿•¸¹±DÂÏÎÔÅfÌ}è¹¾À·Wç

²

°

ÂÕÂÃµT· (X 1; : : : ; X n )
°

Â=±3´¶²

°

·'ºW²

°

ÂÃ±7¸h±Ó´¶²ÆµWÌ��q±f¿

°

·¹¸

°

¼

°

¸¹º¹±fÂÃÂÕ±3É‘±3·N²5ÂÃ±f´‘¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿¶´�¸¹±3´

(X 1; : : : ; X n ) : ²ÆµTºh²w±5ÂÏÎ

°

·WØYµT¿ÆÉ‘¾q²

°

µT· ¸

°

´ÆËQµT·

°

ÁhÂÕ±½´Æº¹¿ �
�

ËÈ¾À¿c²

°

¿!¸¹±3´•µTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·¹´

(X 1; : : : ; X n ) ±f´c²yÌfµT·�²w±3·Nº¹±ä¸È¾q·¹´ S = X 1 + � � � + X n :
Ú

¾¡Ë¹¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·•ÜhÖ á!±f·�²w¿Æ¾:9ñ·h±

ÒNº¹±!Âñ¾>´¶²w¾q²

°

´¶²

°

ÒNº¹± S ±3´¶²‚�‰C:Š
	�>�ü.�—ý�’��³Í¹µÀº�ü.>��ÛüE	ÀÿJ�6�³Í¹ËQµTº¹¿ � :

—8˜j™5pq]��e™u`:i

åOù

Ú

µ

°

¸h±	�‰±3¿Æ·¹µTºhÂÕÂ

°

Í¹ÂÕµ

°

Á

°

·¹µÀÉ

°

¾ÀÂÕ±qÖ^Y�·ÓË¹¿¶±f·¹¸ E = é xú±3² � = � 0 + � 1: í�ÂÕµT¿¶´

�( � ) = é

† �
Í � n =

P n
k=0 Ck

n � k ; ±3² F (� � n) = f B(n; p); p 2]0; 1[g; µ�� B(n; p) ±3´¶²

Âñ¾•ÂÃµ

°

Á

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±ÀÖ

˜

ù

Ú

µ

°

ß�¾ÀÉ5É‘¾hÖBY�·>Ë¹¿Æ±3·¹¸ E = é x
±3² � (dx) = 1]0;1 [(x)dx íäÂÃµT¿Æ´ �( � ) =]0; 1 [

� � (dx) =
x � � 1

�( � )
1]0;1 [(x)dx

±3² F (� � ) =
ÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖ

ô¢»hËhÂ

°

ÒNº¹µÀ·¹´äÉ‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²�Ìf±�Ò'ºƒÎÐ±3´¶²¡º¹·h±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±�±•»hËQµT·¹±3·�²

°

±3ÂÕÂÃ±�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÕ±qÖÞ×äÎÐ±3´¶²

Âñ¾�¸¹µT·¹·¹Å3±¡¸¹±¡¸¹±3ºW»DµTÁ5
¶±³²w´¡â¹¸ƒÎ ¾ÀÁQµT¿¶¸¥¸„ÎÐºh·«±3´ÆËÈ¾qÌf±!É‘±3´Æº¹¿¶Å (
 ; A ; � ) µ��¥ÂÕ¾?É5±f´Æºh¿Æ±

� ·„ÎÐ±3´¶²�ËÈ¾À´!·¹Å3Ìf±f´¶´w¾

°

¿Æ±3É‘±3·N²�ÁQµT¿Æ·hÅf±�
/±f·h´Æº

°

²w±5¸„ÎÐºh·¹±5¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÌA¾ ²

°

µÀ· É‘±3´Æº¹¿Æ¾ÀÁ¹ÂÕ± t ¸¹±


 ¸È¾q·¹´‘ºh·�±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±Ó¼T±3Ì3²wµÀ¿

°

±3Â=¸¹±7¸

°

É5±f·¹´

°

µT·(ÇÈ·

°

± E ²Æ±fÂ=ÒNº¹±ÓÂ—Î

°

É�¾ÀßÀ± � = t � �
¸È¾À·h´ E ¸¹±¡Âñ¾�É‘±3´Æº¹¿¶± � ËÈ¾À¿�Â—Î ¾ÀËhË¹Â

°

ÌA¾q²

°

µT· t ´¶µ

°

²‰º¹·DÅfÂÃÅfÉ5±f·�²à¸¹± M (E): ã�¾À·h´�Ì3±f´

ÌfµÀ·¹¸

°

²

°

µT·h´fÍhÂ—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ± F (t; � ) ¸¹±3´�Ë¹¿¶µTÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²wÅ3´‰´Æºh¿ 
 ÒNº

°

´ÆµÀ·N²�¸¹±!Âñ¾?ØYµÀ¿ÆÉ5±

P(� ; t; � )(d! ) = eh� ;t (! )i� k � (� ) � (d! )



ò

�Sóu(���,6�!�1 2"œ ‘ô‡*'��78 �7¤á1,6 ��!�! #"�7I(8á8/r&' ��!�1 2"S �áõ$'ß�7Iß2&)(��! 2"��

åGá

ËQµTº¹¿�¸¹±f´ � 2 �( � ) ÍÈ±f´c²¡¾ÀËhËÞ±3ÂÕÅ!Âñ¾‡ès	�D>ý�?�?A�‚�‰Cs�Èþ ÿ��³ÿJ�—ýŒ�.?�?A�'=5@³ÿ�@.�Ð	�?A��±f·¹ßÀ±f·¹¸¹¿¶Åf±�ËÈ¾À¿

(t; � ):
Ú

¾‰ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±“±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±¢·È¾q²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ± F (� ) Í³ØÙ¾

°

²Æ±1¸¹±3´

°

É‘¾ÀßT±f´ƒ¸¹±f´ P(� ; t; � )(d! )
ËÈ¾À¿ ! 7! t(! ); ±3´¶²�¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf±¡ÂÕ¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±=±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±�·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±‚	 ü}üGþ

�

ýŒ@•�

�

F (t; � ):
X

µÀº¹¿:º¹· � Çh»WÅÀÍ�¾qÂÕµT¿¶´ t(! ) ±f´¶²Äºh·¹±�¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÕ±‰¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ±y¸¹±àÂÃµ

°

P(� ; � ) ±3²Ä±3´¶²y¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf±

?ë	5ü.�Œ	��—ýÕü.�Ùý<‹E>^�‚�‰C:Š
	�>�ü.�Ùý�’��W	 ü}üGþ

�

ýŒ@•�³Ö

—8˜j™5pq]��e™u`:i

åOù

Ú

¾½ÂÃµ

°

·hµT¿ÆÉ‘¾ÀÂÕ±ä¸¹±!É‘µGêT±3·¹·¹±•±3²�¸¹±!ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3±

°

·¹Ì3µT·¹·Nº¹±3´

ÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖ

��
���������������������� �"!$#"!��%��&('��������"�������*)�
�������&(
��,+���!�&-�������/.102�����/)3��4

��&(��� �5�%6�#"
����"����&(�"� ���5���%����!��"��� �87�¯W°

� 2 M (E) Í'´

°

MF = k0
� (�( � )) � E �

±f´c²!ÂÕ±�¸¹µTÉ‘¾

°

·¹±�¸¹±f´¡É5µGêT±3·¹·¹±f´!¸¹±>ÂÕ¾‘ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±¡±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±?·È¾q²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ± F = F (� );
±3²�´

°

 � ±3´¶²�Âñ¾•Á

°


¶±fÌ3²

°

µT·¥¿¶ÅfÌ

°

Ë¹¿¶µWÒNº¹±!¸¹± MF ¸È¾À·¹´ �( � ) ¸¹± � 7! k0
� (� ) ¾qÂÕµT¿¶´

VF (m) = k00
� ( � (m)) = ( 0

� (m)) � 1

±f´c²>ÂÏÎÔµTËQÅf¿Æ¾q²w±3º¹¿?¸¹±�ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ìf±‘¸¹±�ÂÕ¾7Ë¹¿¶µTÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²wÅ P( � (m); � ) = P(m; F ):
†

µqç

²wµÀ·¹´ Q(E � ) = L s(E � ; E) Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf±�¸¹±3´�±f·h¸¹µTÉ5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±f´y´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±3´�¸¹± E �
¼T±3¿Æ´

E öÙ·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±fÉ5±f·�²

°

¸h±f·�²

°

ÇÈÅ

�

Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾ÀÌ3±‘¸h±f´!ØYµT¿ÆÉ5±f´¡ÒNºÈ¾À¸h¿w¾q²

°

ÒNº¹±f´•´Æºh¿ E �
ù³Ö/íäÂÃµT¿Æ´

ÂÏÎÐ¾ÀË¹ËhÂ

°

Ìf¾q²

°

µT·Û¸¹± MF ¼T±3¿Æ´ L s(E � ; E) ¸¹Å3Ç¹·

°

±7ËÈ¾À¿ m 7! VF (m) ±f´¶²�¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf±ÓÂÕ¾

èAþ ÿ

�

�ÙýÏþ ÿ{’B	��•ý<	Àÿ

�

�>¸¹± F:
Ú

±3´�Â

°

ßT·¹±3´5ÒNº

°

´Æº

°

¼T±3·�²�Ì}è¹±3¿ÆÌ}è¹±3·N²

�

¸¹µT·h·¹±f¿5ÒNº¹±fÂÃÒ'ºh±f´

É5Å3²wèhµW¸¹±3´�Ëh¿w¾q²

°

ÒNº¹±f´�ËÞµÀº¹¿�Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿ VF ¸È¾À·¹´�ÂÕ±5ÌA¾À´�µ�� E ·„ÎÔ±f´¶²?ËÈ¾À´�é x É�¾

°

´!º¹·

±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±•¼À±fÌ3²ÆµT¿

°

±fÂ—Ö

�9��:;
�<>=?��:@��ACB n D

¯W°

µT·

°

¸¹±3·N²

°

ÇÈ±=ÂÃ±�¸hºÈ¾ÀÂH¸¹±�é x

n �

ÂÕº

°

É‘Ê3É‘±=±3·�É•º¹·

°

´Æ´Æ¾À·�²‰é x

n

¸¹±•Âñ¾½´¶²Æ¿Æº¹Ì³²wº¹¿¶±?±fºhÌfÂ

°

¸

°

±3·¹·¹±!ÌA¾q·¹µT·

°

Ò'ºh±ÀÍQ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´=µT·

°

¸¹±f·�²

°

ÇÈ±3¿w¾ k0
� (� )

�

ÂÕ¾½´¶º

°

²Æ±�¸h±f´

¸¹Å3¿

°

¼ÀÅf±3´�ËÈ¾q¿¶²

°

±fÂÃÂÕ±f´

 
@

@� 1
k� (� ); : : : ;

@
@� n

k� (� )

!

= (m1; : : : ; mn ):

Y�·#¿ÆÅ3´ÆµTºW²¡±f·¹´¶º

°

²Æ±•±f· � Ìf±•´cê'´¶²wò3É‘±>±3·#ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·Ó¸¹± m ËÞµTºh¿äµTÁh²Æ±f·

°

¿ � =  � (m)
´ÆµÀº¹´=Âñ¾•ØYµT¿ÆÉ5±

(� 1; : : : ; � n ) = ( � (m)1; : : : ;  � (m)n ):

íøÌf±!ËQµ

°

·�²AÍ

°

ÂÞê¥¾5¸¹±3ºW»¥¼Àµ

°

±3´•â

�

Y�ºÛÁ

°

±f·ÛµT·Û¸¹Å3Ì

°

¸¹±¥¸„ÎÔºh²

°

Â

°

´¶±f¿ VF (m) = ( 0
� (m)) � 1: ãä¾À·¹´>Ìf±¥Ìf¾À´•µT·ÛÌf¾ÀÂóç

Ì3º¹ÂÕ±  0
� (m); ÒNº

°

±f´c²¥¸¹µT·¹Ì7¿Æ±3Ë¹¿ÆÅ3´Æ±f·�²ÆÅ ËÈ¾À¿�ÂÕ¾œÉ‘¾q²w¿

°

Ì3±«Ìf¾À¿Æ¿¶Åf±7´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±

( @
@m i

 � (m) j ) ±3²#ö—¾q´ÆËQ±fÌ3²5ËQÅf·

°

Á¹ÂÕ±¥¸h±7Ì3±3²Æ²Æ±7É5Å3²Æè¹µ'¸¹±Gù?µT·ûÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±¥ÂÏÎ

°

·�¼À±f¿Æ´¶±

VF (m) ¸¹±!Ìf±3²¶²w±!É‘¾q²w¿

°

Ìf±¡Ìf¾À¿Æ¿¶Åf±qÖ

�

Y�º�Á

°

±f·�µÀ·�¸¹ÅfÌ

°

¸¹±ä¸„ÎÐºW²

°

Â

°

´¶±f¿ VF (m) = k00
� ( � (m)): ã�¾À·h´�Ìf±�Ìf¾À´�µT·�ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±

ÂÕ¾•É�¾q²Æ¿

°

Ìf±�è¹±3´Æ´

°

±f·h·¹±

k00
� (� ) = [

@2

@� i @� j
k� (� )]

±³²[µÀ·?´ÆºhÁ¹´¶²

°

²wºh±L±3·¹´Æº

°

²w±  � (m)
�

� ¸¹¾À·¹´“Ìf±3²¶²w±y±³»WË¹¿¶±f´Æ´

°

µT·ƒÖÀã�¾q·¹´[ÂÕ¾àË¹¿w¾q²

°

ÒNº¹±qÍ

Ì3±3²Æ²Æ±•¸¹±3ºW»

°

òfÉ5±?É5Å3²Æè¹µ'¸¹±?±3´¶²�´¶µTºh¼À±f·�²!Ë¹ÂÕºh´ä¿w¾qË

°

¸¹±qÖƒô:·#ßÀÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ—ÍQÂÃ±?ËQÅf·

°

Á¹ÂÕ±



åAÜ

Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹Â=¸„Î

°

·�¼T±f¿¶´

°

µT·�¸¹± � =  � (m) ¾�Ì3µT·¹¸¹º

°

²

�

°

·�²w¿Æµ'¸¹º

°

¿Æ±D¸¹±3´�ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·¹´

¾Àº'»

°

Â

°

¾

°

¿¶±f´ f v(� ) = gv(m) = f v( � (m)) Ò'º

°

¾qË¹ËÈ¾À¿Æ¾

°

´¶´Æ±f·�²�´ÆµTºW¼T±f·�²¡±•»WË¹Â

°

Ì

°

ç

²Æ±fÉ5±f·�²�¸È¾q·¹´¡ÂÏÎÔ±³»WË¹¿¶±f´Æ´

°

µT·Ó¸¹± k00
� (� ) ±3²¡ÂÃ±?Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹Â[·ƒÎÐ±3´¶²!ËÈ¾À´ä´

°

¸hÅfÌfµÀº¹¿w¾ÀßÀ±A¾À·�²

¾ÀËh¿Æòf´à²ÆµTºh²AÖ

�9��:E
�<

�
��:@�F��
������"����!�G��H:I��!J���K��L����M��
���+��N6��

D

¯W°

Âñ¾®ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±7±³»Nç

ËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±«±f´c²D¿ÆÅf±3ÂÕÂÃ±ÀÍ

°

Âä¾q¿Æ¿

°

¼T±#´¶µTºh¼À±f·�²«Ò'ºƒÎÐ±3ÂÕÂÕ±Ó´Æµ

°

²�ÌfµÀ·¹Ìf±3·N²Æ¿ÆÅ3±]´¶º¹¿ [0; 1 ) ±3²

ÒNº„ÎÐ¾ÀÂÕµT¿¶´ �( � ) ´Æµ

°

²¥º¹·¹± ¸¹±3É

°

¸¹¿Æµ

°

²w± (�1 ; a): ×äÎÔ±f´c²«º¹·¹± ´ÆµÀº¹¿ÆÌ3±]¸ƒÎÐ±3¿Æ¿Æ±3º¹¿Æ´D¸¹±

²w¿Æ¾

°

·h±f¿yº¹·�ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±�´cê'´¶²wÅ3É�¾ ²

°

ÒNº¹±3É‘±3·�²à·¹ÅfßT¾q²

°

ØkÖ�í Ë¹ÂÃº¹´

°

±fº¹¿¶´‰¸

°

É‘±3·¹´

°

µT·¹´fÍNÌ3±3²Æ²Æ±

´

°

²wºÈ¾ ²

°

µÀ·œ´¶±�¿Æ±3Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²?´

°

� ±f´c²>ÌfµT·hÌf±f·�²Æ¿ÆÅf±�´Æº¹¿�º¹·®ÌEäÀ·¹±�Ì3µT·�¼T±³»W±¥´Æ¾

°

ÂÃÂñ¾À·�² C ¸¹±

¸¹ºÈ¾qÂ C � = f y 2 E � ; hy; xi � 0g: ãä¾À·¹´=Ìf±•ÌA¾À´ �( � ) ±f´c²ä´¶µTºh¼T±3·�²�º¹·D²w¿Æ¾À·¹´ÆÂÕ¾q²wÅ¡¸h±

� C �
±³²•ÂÃ±5´

°

ßT·h±�É5µ

°

·¹´3ÍzÉ�¾qº¹¸

°

²fÍz¿ÆÅf¾ÀË¹ËÈ¾À¿Æ¾

°

²fÖ1Y�·�¸

°

É

°

·'ºh±5ÂÃ±f´�Ì}èÈ¾À·¹Ì3±f´•¸„ÎÔ±f¿¶¿Æ±3º¹¿

±f·D¿¶±3¼T±3·È¾À·�²

�

ÂÕ¾?²w¿Æ¾À·¹´¶ØYµÀ¿ÆÉ5Åf±�¸¹±

Ú

¾ÀË¹ÂÕ¾ÀÌf±ä¸¹±f´=Ë¹è�ê'´

°

Ì

°

±3·¹´ S� (y) =
R1

0 e� yx � (dx)
Ë¹ÂÃºh²zäÀ²�Ò'ºh± L � (� ) =

R1
0 e� x � (dx):

ã�¾À·¹´ E µT·D¸¹Å³ÇÈ·

°

²�¸¹µÀ·¹Ì

S� (y) =
Z

E
e�h y;x i � (dx)

µ�� y 2 E � : Y�·#¸¹Å³ÇÈ·

°

²ä¾Àº¹´¶´

°

s� (y) = � logS� (y) ´¶º¹¿ � �( � ) ±³²�µT·7·¹µÀ²Æ±?ËÈ¾À¿ � �

Âñ¾?ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·D¿ÆÅ3Ì

°

Ë¹¿Æµ'ÒNº¹±¡¸¹± MF ¼T±f¿¶´ � �( � ) ¸¹± y 7! m = s0
� (y):

ã?ÎÔµ��7ÂÃ±f´=¿Æ±3Âñ¾q²

°

µT·h´à¾A¼T±fÌ•ÂÕ±3´�ØYµT¿ÆÉ5±f´àÌ3Âñ¾À´¶´

°

Ò'ºh±f´à²

°

¿ÆÅf±3´=¸¹± L � :

S� (� � ) = L � (� ); � s� (� � ) = k� (� ); s0
� (� � ) = k0

� (� ); � � � (m) =  � (m):

×‰±fÌ

°

ÌfµT·h¸¹º

°

²

�

ÂÏÎ

°

É5ËQµT¿¶²w¾À·�²w±ä¿¶±fÂÕ¾q²

°

µT·

VF (m) = � s00
� (� � (m)): öÙÜhÖóåAá�ù

íúËÈ¾À¿c²

°

¿à¸¹±!Ìf±fÂÃÂÕ±�Ì

°

Í¹ÂÃ±f´=É5Å3²wèhµW¸¹±3´=ËÞµTºh¿ VF (m) = k00
� ( � (m)) ´fÎÐ¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹±3·N²fÖ

�9��:;
�<>�O�>.�������&-��GP�"����!��

E
�N�

E � �":@�*#"�"�>���O��:I:I&('����

D

érÂƒ¾À¿¶¿

°

¼T±�´ÆµTºh¼À±f·�²

ÒNº¹± E ±3² E �
´Æµ

°

±f·�²àÌ3Âñ¾

°

¿Æ±fÉ5±f·�²

°

¸h±f·�²

°

ÇÈÅf´

�

é x

n
É‘¾

°

´yÒNº¹±�ÂÃ±fº¹¿LÉ

°

´Æ±�±f·¥¸¹ºÈ¾qÂ

°

²ÆÅ�´¶±

ØÙ¾À´¶´Æ±!ËÈ¾À¿àº¹·h±�ØYµT¿ÆÉ5±�Á

°

Â

°

·hÅA¾

°

¿Æ± ' (x; y) ÒNº

°

·„ÎÔ±f´c²�ËÈ¾À´ x1y1 + : : : + xnyn : ã�¾À·h´�Ì3±

ÌA¾q´�µÀ·7¾

L � (� ) = ek � (� ) =
Z

E
e' (� ;x ) � (dx); S� (y) = e� s� (y) =

Z

E
e� ' (y;x ) � (dx):

×äÎÔ±f´¶²“ÂÃ±:ÌA¾À´zÒNºÈ¾À·h¸

°

ÂÀ±f´c²“Ò'ºh±f´¶²

°

µT·•¸„ÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf±yè�ê'ËÞ±3¿ÆÁQµTÂ

°

Ò'ºh±ÀÍG¾A¼T±3Ì ' (x; y) = � x1y1+
x2y2 + : : : + xnyn ; µTº ÒNºÈ¾À·h¸ E ±f´c²¥ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf±Ó¸¹±f´�É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±f´ (r; r ) ´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´

¿ÆÅ3±fÂÃÂÕ±f´ x = (x ij ) ¾A¼T±3Ì ' (x; y) = tr xy : ¸È¾À·h´5Ì3±DÌA¾À´ E ´3Î

°

¸¹±f·�²

°

ÇÈ±

�

é x

n
¾A¼À±fÌ

n = r (r + 1)=2 É‘¾

°

´�ËÞµÀº¹¿ i < j ÂÃ±¡Ìfµ'±3Ñ5Ì

°

±f·�²�¸¹± x ij yij ±3´¶²

˜

Ö

Ú

±5Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹Â:¸¹±  � (m) µÀºœ¸¹± � � (m)
�

ËÈ¾À¿¶²

°

¿¡¸¹±3´�¸hÅf¿

°

¼TÅ3±f´•ËÈ¾À¿¶²

°

±3ÂÕÂÕ±3´�¸¹± k� µTº

¸¹± s� ¸¹µ

°

²‰´Æ±�ØÙ¾

°

¿Æ±ä¾

°

·¹´

°

âhµT·¥µTÁ¹´¶±f¿¶¼À±¡ÒNº¹±¡ËÈ¾À¿�¸hÅ3ÇÈ·

°

²

°

µT·�¸¹±¡ÂÕ¾?¸

°Ãõ

Åf¿¶±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±�µT·D¾

ËQµTº¹¿�²wµÀºh² h ¸È¾À·h´ E ¾À´¶´Æ±3ì�ËQ±3²

°

²



Qš�_&' 2"!ár&',.à'á1,.��7 �N/î*g(8&'(��¼�8ár&I �à3(�7Í��7',.-0/1 PR /r7�"~�¤/3"‡ 2"
*g(�à‘ m(8ó‘ó3,678 )�

åOï

k� (� + h) � k� (� ) =
nX

k=1

@
@� k

k� (� )hk + o(h)

= k0
� (� (h) + o(h)

= ' (k0
� (� ); h) + o(h) = ' (m; h) + o(h)

X

µÀº¹¿äÌf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿ m ±f·ÓØYµT·hÌ3²

°

µT·«¸¹±f´�¸hÅf¿

°

¼TÅ3±f´äË¹¾À¿¶²

°

±fÂÃÂÕ±3´�¸h± k�
°

Â„ØÙ¾ÀºW²�²

°

¿Æ±3¿=ËÈ¾À¿¶²

°

¸¹±

ÂÏÎÔÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅ

P n
k=1

@
@� k

k� (� )hk = ' (m; h) ¼À¾qÂñ¾ÀÁ¹ÂÃ±�ËQµTº¹¿•²ÆµTºh² h 2 E: Y¡·

°

·N²Æ¿Æµ'¸¹º

°

²

¾ÀÂÃµT¿Æ´!Âñ¾DÉ‘¾q²w¿

°

Ìf±>´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹± Q ý ÿJ’��.�wü³ý<FE?A�ä¸„ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶± n ²w±fÂÃÂÕ±>ÒNº¹± ' (x; y) = xQyT

öÙµÀ·7¾½ÅfÌ3¿

°

²=ÂÕ±f´àÅ3ÂÕÅ3É‘±3·N²Æ´=¸¹±!é x

n
ÌfµTÉ5É‘±ä¸¹±f´=¼T±3Ì3²w±3º¹¿Æ´�Â

°

ßT·¹±f´wùL±3²�µT·DµTÁW²

°

±3·�²

k0
� (� ) = (m1; : : : ; mn ) =

 
@

@� 1
k� (� ); : : : ;

@
@� n

k� (� )

!

Q� 1: öÙÜ¹ÖóåAÜNù

s0
� (y) = (m1; : : : ; mn ) =

 
@

@y1
s� (y); : : : ;

@
@yn

s� (y)

!

Q� 1: öÙÜ¹ÖóåOïTù

Ú

±DÌA¾ÀÂÃÌfº¹Âà¸¹± � =  � (m) µTº
¸h± y = � � (m) ¸¹±3¼'¿w¾œ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´>´Æ±DØÙ¾

°

¿Æ±

�

ËÈ¾À¿c²

°

¿>¸h±f´

ÅfÒNºÈ¾ ²

°

µÀ·¹´½Ü¹ÖtåAÜ�µTº
ÜhÖóåGïWÖ

w

µ

°

Ì

°

±3·hÇÈ·ûÂÏÎÔ±³»WË¹¿Æ±3´Æ´

°

µT·û¸¹±DÂñ¾#É‘¾q²w¿

°

Ì3±�¿Æ±3Ë¹¿ÆÅ3´Æ±f·�²w¾q²

°

¼T±

¸È¾À·h´�é x

n
¸h±•ÂÕ¾?ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·D¼q¾À¿

°

¾À·hÌf±

VF (m) = Q� 1[
@2

@� i @� j
k� ( (m)]Q� 1 = � Q� 1[

@2

@yi @yj
s� (� (m)]Q� 1: öÙÜ¹ÖóåGæ�ù

Y�·�²w¿¶µTºh¼T±3¿w¾Óºh·®±³»W±fÉ5Ë¹ÂÃ±�¸¹±‘Ìf±3²¶²w±�²Æ±fÌ}è¹·

°

ÒNº¹±�¸È¾q·¹´?ÂÃ±�ÌA¾qÂÕÌfºhÂy¸h±�Âñ¾DØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·

¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3±¡¸¹±f´=ÂÕµ

°

´‰¸h±TS

°

´ÆèÈ¾q¿¶²=¾À´¶´Æµ'Ì

°

Åf±f´�¾ÀºDßT¿Æ¾ÀË¹è¹±¡¸h±•ÂÕ¾•É�¾q¿ÆßTº¹±3¿

°

²w±

�

ÂÕ¾•´Æ±fÌ³²

°

µT·

åTåTÖ

U V ›=ªjÚz [¨sÙ#Ú/¨3¤�¬ £œU •7Ÿ¡ ¢Ÿ�© MÛÚz [›VÙ‰Ÿ�¬¥¤�¬D¨sT0UD›XW U«¬ ªz¤•UDª

›=ª/•«Ÿ�Ù‰›9ŸTY ¬¥›?­

ã�·¹±�´

°

²wºÈ¾ ²

°

µÀ·5ÒNº

°

´¶±äË¹¿¶Åf´Æ±3·�²w±ä´¶µTºh¼À±f·�²à±f·‘´¶²w¾q²

°

´¶²

°

ÒNº¹±ÀÍ�±3·�ËÈ¾À¿c²

°

Ìfº¹Â

°

±f¿¢¸È¾À·¹´yÂÕ±3´

É5µW¸¹ò3ÂÕ±3´�ßÀ¿w¾ÀË¹è

°

ÒNº¹±f´3ÍÞ±3´¶²äÌf±fÂÃÂÕ±!¸„ÎÔº¹·¹±•ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±�±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±�öÙÒNº„ÎÔµT·ÓËQ±fºW²�Ë¹¿¶±f·¹¸¹¿¶±

·È¾q²Æº¹¿Æ±3ÂÕÂÃ±ä´w¾q·¹´àËÞ±3¿¶²Æ±�¿ÆÅ3±fÂÕÂÃ±ä¸¹±¡ßÀÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ

°

²wÅAù³Í'¸¹µT·¹Ìä¸¹±¡Âñ¾!ØYµT¿ÆÉ5± F (� ) Í

�

ÂÕ¾ÀÒNº¹±fÂÃÂÕ±�µT·

°

É5ËQµT´Æ±>±3·¹´Æº

°

²w±‘¾Àº]ËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±½Ìf¾À·¹µT·

°

ÒNº¹±½¸„Î ¾qË¹ËÈ¾À¿c²w±f·

°

¿

�

ºh·�´ÆµÀº¹´�±3´ÆËÈ¾qÌf±‘¾qÑ5·¹±

H ¸¹± E � : ×‰±fÌ

°

´Æ±¡¿¶±3²w¿¶µTºh¼À±•¸¹¾À·¹´àº¹·¹±!ßT¿Æ¾À·¹¸¹±�¼À¾q¿

°

Å³²wÅ�¸h±¡´

°

²ÆºÈ¾q²

°

µT·¹´3Öhí/¼q¾À·�²=¸¹±¡ÂÕ±3´

É5±f·�²

°

µT·¹·¹±3¿fÍ¹µTÁh´Æ±f¿c¼TµT·h´�ÒNº¹±•Ìf±3Âñ¾>ËÞµÀ´Æ±!¸¹±fº'»«Ë¹¿ÆµTÁhÂÕòfÉ5±f´�²Æè¹ÅfµÀ¿

°

ÒNº¹±3´!â

�

×‰µTÉ5É5±f·�²1²w±3´¶²Æ±f¿:ÂÏÎÔè�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±àÒNº¹±=ÂÕ±�ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±

°

·¹ÌfµÀ·¹·Nº � ¾ÀË¹ËÈ¾À¿c²

°

±f·�²

�

H ?
�

¯

¾qÌ}èÈ¾À·�²äÒNº¹±�ÂÕ±!ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±

°

·¹Ì3µT·¹·Nº � ±f´c²ä¸¹¾À·¹´ H; ÌfµTÉ5É5±f·�²�ÂÏÎÔ±f´¶²

°

É5±f¿àËÈ¾q¿

É‘¾ »

°

É•ºhÉ ¸¹±?¼'¿w¾

°

´Æ±3É•Á¹ÂÕ¾À·¹Ìf±�Z½ô:·#Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿fÍÈ±3· Ò'ºhµ

°

ÂÃ±f´�µTºh²

°

ÂÕ´�¸¹±?ÂÕ¾5ØÙ¾ ç

É

°

ÂÃÂÕ±�±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±¡ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃò3²Æ±¡ËÞ±3ºh¼T±3·N²

°

ÂÃ´àÊ3²Æ¿Æ±!ºh²

°

ÂÕ±3´"Z



åGæ

†

µTºh´�¾ÀÂÃÂÕµT·¹´:·hµTº¹´

°

·�²wÅf¿¶±f´¶´Æ±f¿L¸„ÎÐ¾ÀÁÞµÀ¿Æ¸�¾qº�´Æ±3ÌfµT·h¸�Ë¹¿ÆµÀÁ¹ÂÕò3É‘±qÖ

X

µTº¹¿LÌfµTÉ5É5±f·¹Ì3±f¿fÍ

·¹µTºh´>¾ÀÂÕÂÃµT·¹´•ØÙ¾

°

¿¶±�¸¹±3ºW»Ûè�ê'ËÞµq²wè¹ò3´Æ±f´5´

°

É‘ËhÂ

°

Ç¹ÌA¾q²Æ¿

°

Ì3±f´3ÍzÒ'º

°

·¹±¥Ì}èÈ¾À·hßT±f·�²½¿

°

±f·

�

ÂÕ¾

ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂ

°

²wÅÀÍÀÉ�¾

°

´1Ì}è¹µ'ÒNº¹±f¿¶µT·�²�ÂÕ±3´ÄË¹º¹¿

°

´¶²Æ±f´fÖ5Y�·½¼q¾•´¶º¹Ë¹ËQµT´Æ±3¿L¸„ÎÐ¾ÀÁQµT¿Æ¸5ÒNº¹± H ±3´¶²yº¹·

´ÆµÀº¹´=±f´ÆË¹¾ÀÌf±¡¼T±3Ì3²ÆµT¿

°

±fÂyöÙÌ3±!Ò'º

°

¿Æ±3¼

°

±f·�²

�

Ì}è¹¾À·¹ßT±3¿�ÂÕ¾•É‘±3´Æº¹¿¶±¡ßTÅf·hÅf¿w¾ ²w¿

°

Ìf± � (dx) ±f·

exp(h� 0; xi )� (dx) ù³Íƒ±f·¹´¶º

°

²Æ±>Ò'ºh± E ¾Dºh·¹±>´¶²Æ¿Æº¹Ì³²wº¹¿¶±5±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¹·h±DöÙÌ3±5ÒNº

°

ËÞ±3¿ÆÉ5±3²

¸„Î

°

¸¹±3·�²

°

Ç¹±f¿ E ±3² E � ; ¸¹±•Ì3µT·¹´

°

¸¹Åf¿¶±f¿ H ÌfµTÉ5É5±�º¹·Ó´ÆµTº¹´ä±f´ÆË¹¾ÀÌf±>¸¹± E ±³²�¸¹±?ØÙ¾

°

¿Æ±

°

·�²Æ±f¿¶¼À±f·

°

¿�´ÆµÀ·¥±f´ÆË¹¾ÀÌf±¡µT¿c²wè¹µÀßTµT·È¾ÀÂ H ?
Ö

¯W°

Ì3±�·„ÎÔÅ3²w¾

°

²‰ËÈ¾À´à±fºhÌfÂ

°

¸

°

±3·„ÍNÌf±³²=µTÁ5
¶±3² H ?

¸¹±³¼W¿Æ¾

°

²�Ê3²Æ¿Æ±‘¿Æ±fÉ5Ë¹ÂÕ¾ÀÌfÅ5ËÈ¾À¿ H 0 = f x 2 E; h� ; xi = 0 8� 2 H g ±3²?µT·®¸¹±³¼'¿w¾

°

²

ÌfµÀ·¹´

°

¸¹Åf¿¶±f¿¢Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf±‰ÒNº¹µq²

°

±3·�² E=H0 �

ÂÕ¾�Ë¹ÂÕ¾ÀÌf±L¸¹± H � E ËÞµÀº¹¿¢Ë¹ÂÕ¾

°

¿¶±

�

�‰µTºh¿ÆÁÈ¾[�

°

Ö

¯

µ

°

²�¸hµT·¹Ì E ±fºhÌfÂ

°

¸

°

±3·„Í � 2 M (E) ´¶µ

°

² H º¹·®´ÆµÀº¹´?±3´ÆËÈ¾ÀÌ3±‘¼À±fÌ3²ÆµT¿

°

±fÂy¸¹± E Ö

Y�·¥´Æº¹ËhËÞµT´¶±!Ò'ºh± � ] = �( � ) \ H ±f´¶²=·hµT·¥¼

°

¸¹±ÀÖ

¯W°

F = F (� ); µT·¥¼T±3ºh²�Å3²Æº¹¸

°

±3¿�ÂÕ±

É5µW¸¹ò3ÂÕ±

FH = f P(� ; � ); � 2 � ] g

¸¹º«ËÞµ

°

·�²à¸¹±¡¼'º¹±•¸¹±f´àØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±f´L±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±3´fÖ

Ú

¾>Ë¹¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·¥´¶º

°

¼q¾À·�²w±!Ì3Âñ¾À¿

°

ÇÈ±qÖ

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf]\ji<kJi

í/¼T±fÌ�ÂÕ±3´�·¹µq²}¾q²

°

µT·¹´=±³²äè�ê'ËÞµq²wè¹ò3´Æ±f´äÌ

°

¸¹±f´¶´Æº¹´3Íƒ·¹µq²wµT·¹´�ËÈ¾À¿ t ÂÕ¾

Ë¹¿¶µB
¶±fÌ³²

°

µÀ·«µÀ¿¶²wèhµTßTµT·È¾qÂÕ±�¸¹± E ´Æºh¿ H: íäÂÃµT¿Æ´¡â

åTÖ

Ú

±�É5µW¸hòfÂÕ± FH ±f´¶²Äºh·¹±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±:±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±)=5@³ÿ�@.�‰	�?A�“ßTµÀºh¼T±3¿Æ·¹Å3±àËÈ¾À¿ (�; t):
˜

Ö

Ú

¾½É‘±3´Æº¹¿¶±?Ë¹¿¶µB
¶±3²ÆÅf± t � � = � ] ´¶º¹¿ H ±³»

°

´¶²w±•±3²�±f·hßT±f·¹¸h¿Æ±•ÂÕ¾>ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±ä±³»WËÞµ ç

·¹±3·�²

°

±3ÂÕÂÃ±¡¾À´Æ´¶µWÌ

°

Å3± F (� ] ) = F] :

áhÖ

Ú

¾•²w¿Æ¾À·¹´¶ØYµÀ¿ÆÉ5Åf±¡¸¹±

Ú

¾ÀË¹ÂÕ¾ÀÌf±¡¸¹± � ] ±f´¶²�ÂÕ¾•¿Æ±f´c²w¿

°

Ì3²

°

µT·D¸¹± L �
�

H Ö

Ü¹Ö

X

µTº¹¿ä²ÆµTºh² q ¸¹¾À·¹´¡ÂÕ±?¸¹µTÉ‘¾

°

·¹±�¸¹±f´¡É5µGêT±3·¹·¹±f´ M ] � H ¸¹± F] ;
°

Â[±•»

°

´¶²Æ±>º¹·

º¹·

°

ÒNº¹± u(q) ¸È¾À·h´ H ?
²Æ±fÂzÒNº¹±

 � ] (q) =  � (q+ u(q)); ö—ïWÖtå�€Tù

±3·#¸„ÎÐ¾Àºh²w¿¶±f´�²Æ±f¿ÆÉ5±f´3ÍQ²Æ±fÂ[Ò'ºh±•ÂÏÎÔÅfÒNºÈ¾q²

°

µT· k0
� (� ) = q + u(q) ¾

°

²äºh·¹±•´ÆµÀÂÕºh²

°

µT·

¸È¾q·¹´ � ] :

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

¯W°

� 2 � ] ÍH¾ÀÂÕµT¿¶´

exp(h� ; xi� k� (� )� (dx)
(1)
= exp(ht(� ); xi� k� (� )� (dx)

(2)
= exp(h� ; t(x)i� k� (� )� (dx)

µ��®öcåOùà¼

°

±f·�²�¸h± t(� ) = � ±³²½ö

˜

ù=¼

°

±3·N²ä¸¹ºÓØÙ¾

°

²�Ò'ºh± t � = t: ×‰±3Ì

°

É‘µT·�²Æ¿Æ±5åTÍ

˜

±3²¡áWÖ

ô:·7¸

°Ãõ

Åf¿Æ±3·�²

°

¾q·N² k� (� )) = k� ] (� ) ¸È¾À·¹´ H ÂÏÎÔÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅÀÍ'µT·DµTÁh²

°

±3·N²

t(k0
� (� )) = k0

� ]
(� ):

ãäµT·hÌ�´

°

q 2 M ] � H µT·œ´w¾

°

²?ÒNº„Î

°

Ây±³»

°

´¶²w±‘º¹·®±³²•º¹·®´¶±fº¹Â � =  � ] (q) 2 � ] ²w±3Â

ÒNº¹± q = k0
� ]

(� ): ã�µT·¹Ì q = t(k0
� ( � ] (q))) ; ¸¹µT·hÌ

°

Âà±•»

°

´¶²Æ± u(q) 2 H ?
²Æ±fÂ�ÒNº¹±

q + uq = k0
� ( � ] (q)) :

X

º

°

´ÆÒNº¹± � 7! k0
� (� ) ±3´¶²

°

·B
¶±fÌ³²

°

ØkÍ u(q) ±f´¶²!ºh·

°

ÒNº¹±qÍƒ±3²¡ïWÖóå�€Tù

±f´c²�É‘µT·�²Æ¿ÆÅÀÖ



Qš�_&' 2"!ár&',.à'á1,.��7 �N/î*g(8&'(��¼�8ár&I �à3(�7Í��7',.-0/1 PR /r7�"~�¤/3"‡ 2"
*g(�à‘ m(8ó‘ó3,678 )�

å�€

Ú

±yËh¿Æ±fÉ

°

±3¿„Ë¹¿¶µTÁ¹ÂÕò3É‘±¢±f´¶²[¾ÀÂÃµT¿Æ´ƒ¿ÆÅf´¶µTÂÕº!ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÕ±3É‘±3·�²

�

Â—Î ¾

°

¸¹±1¸ƒÎÐº¹·•µTÁ5
¶±³²“¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅ

¸¹Å³¼

°

¾À·¹Ì3±ÀÖ

X

µÀº¹¿!Âñ¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±!±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±

°

·

°

²

°

¾ÀÂÃ± F (� ) ±3²!ËQµTº¹¿¡ÂÃ±f´¡µTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·¹´

(X 1; : : : ; X n ) ¸¹±àÉ5µGêT±f·h·¹±=±fÉ5Ë

°

¿

°

ÒNº¹± X n ; ²Æ±fÂÕÂÃ±f´:ÒNº¹± X n ±f´¶²y¸È¾q·¹´ÄÂÕ±�¸¹µÀÉ�¾

°

·¹±�¸¹±3´

É5µOêÀ±f·¹·h±f´fÍHµT·«ÌfµÀ·¹´

°

¸¹òf¿¶±•ÂÃ±‚?ÕþÐ=G	��•ý��eŠ5Dƒ�

�

�‡?ë	ƒ’•�Ð	ÀýÕü•�.D0FE?ë	Àÿ

�

�³Í'ÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿Æ±

h � (X n ); X n i � k� ( � (X n )) : öÏï'ÖÃåGÝTù

x=±fÉ‘¾À¿ÆÒNº¹µT·h´“ÒNº¹±yËQµTº¹¿/º¹·¹±ÄØYµ

°

´zÂÕ¾�ØYµT·¹Ì3²

°

µT· t ÒNº

°

¸hÅ3ÇÈ·

°

²“º¹·¹±ÄØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±¢±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±

ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÕ±¡±3´¶²�Â

°

·hÅA¾

°

¿Æ±ä±³²�µT·DËÞ±3ºh²�ÅfÌf¿

°

¿¶±

t(X n ) =
1
n

(t(X 1) + : : : + t(X n )) :

ãäµT·hÌ•ÂÃ±¡ÂÕµTß>¸h±•ÂÕ¾•¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±¡ËÞµÀº¹¿àÂñ¾?ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ± FH µTº«ËQµTº¹¿àÂñ¾?ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ± F] ±3´¶²

h � ] (t(X n )) ; t((X n )i � k� ] ( � ] (t(X n ))) ;

¸¹µT·�²�º¹·¹±!Ë¹¿¶Åf´¶±f·�²}¾q²

°

µT·«º¹·«ËÞ±3º7ËhÂÕº¹´=¾ÀßÀ¿ÆÅA¾qÁ¹ÂÕ±qÍ¹ßT¿_^qÌf±

�

Âñ¾•Ë¹¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·«ï'ÖÃåTÍh±f´¶²•â

h � (t(X n ) + u(t(X n ))) ; X n i � k� ( � (t(X n ) + u(t(X n )))) ; öÏï'ÖÃå•ŽTù

Y�·Û¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±5¾ÀÂÕµÀ¿Æ´

�

@.’Gý<	Àÿ

�

�¡¸¹± FH ËÈ¾À¿•¿w¾qË¹ËÞµÀ¿¶²

�

F (� ) ÂÕ¾«¸

°óõ

Å3¿Æ±3·¹Ìf±‘¸¹±�Ì3±f´

¸¹±3ºW»•ÂÃµTßä¸h±L¼'¿w¾

°

´Æ±3É•Á¹Âñ¾q·¹Ìf±�ïWÖtåGÝ�ù“±³²ÄïWÖóå•Ž�ùzÉ•º¹Âó²

°

Ë¹Â

°

Åf±:ËÈ¾À¿

˜

ÍOÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿Æ±‰ÂÃ±L·hµTÉ•Á¹¿¶±

2[h � (X n )�  � (t(X n )+ u(t(X n ))) ; X n i� k� ( � (X n ))+ k� ( � (t(X n )+ u(t(X n ))))] :
öÏïWÖ

˜

ë�ù

Ú

¾¥É•º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

Ìf¾q²

°

µT·7Ë¹¾À¿

˜

±3´¶²•Â

�

Í„ÌfµTÉ5É5±>µT·�´fÎÔ±f·�¸hµTºh²w±qÍzËÞµÀº¹¿¡¸¹±f´•¿w¾

°

´ÆµÀ·¹´¡è

°

´c²wµqç

¿

°

ÒNº¹±f´�â'´

°

µÀ·�¾ÀË¹ËhÂ

°

ÒNº¹±=ÂÕ¾!²Æè¹ÅfµT¿

°

±�Ë¹¿ÆÅ3ÌfÅ3¸¹±f·�²w±!¾qº�ÌA¾q´‰µ�� F� ±f´c²�Âñ¾¡ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±‰¸h±f´�ÂÃµ

°

´

·¹µT¿¶É�¾qÂÕ±f´à¸¹¾À·¹´�é x

r
¸¹±•É5µOêÀ±f·¹·h±

°

·¹ÌfµT·h·'ºh±�±³²ä¸¹±•ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3± I n Âñ¾>¸¹Å³¼

°

¾À·¹Ì3±�·„ÎÔ±f´c²

¾Àºh²Æ¿Æ±!ÒNº¹±!ÂÕ±¡Ìf¾À¿Æ¿¶Å•¸h±•ÂÕ¾•¸

°

´c²}¾À·hÌf±!¸¹± X n ¾Àº«´ÆµÀº¹´=±f´ÆË¹¾ÀÌf± H:
érÂ:±f´c²�Ì3Âñ¾

°

¿�ÒNº¹±½Âñ¾¥¸¹Å³¼

°

¾À·¹Ì3±5±3·œßÀÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ:±3´¶²!²wµTº�
¶µTº¹¿Æ´!º¹·�·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±½ËQµT´

°

²

°

ØkÖƒô:·

±

õ

±3²�´

°

x 2 MF (� ) Í�¾ÀÂÃµT¿Æ´ � 7! h� ; xi � k� (� ) ±f´c²¥É‘¾ »

°

É

°

´ÆÅ3±7±3· � =  � (x):
íäËhË¹Â

°

Ò'ºhµT·¹´5Ìf±3²¶²w±7¿Æ±fÉ‘¾À¿¶Ò'ºh±

�

x = X n ±³²

�

� =  � (t(X n ) + u(t(X n )) ; Ìf±3Âñ¾

É5µT·�²w¿Æ±äÒ'ºh±¡Âñ¾�¸hÅ3¼

°

¾À·hÌf±¡±f´c²=ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±ÀÖh×‰±3²Æ²Æ±¡´¶²w¾q²

°

´¶²

°

ÒNº¹±�±f´c²�¾ÀÂÕµÀ¿Æ´yºh²

°

Â

°

´¶Åf±�ÌfµTÉ5É‘±

²w±3´¶²:¸hº½ØÙ¾

°

²[Ò'ºh± � ¾ÀË¹ËÈ¾q¿¶²

°

±f·�²1µÀº>·¹µT·

�

H:
¯W°

Âñ¾ä¸¹Å³¼

°

¾À·¹Ì3±�±f´c²ÄßT¿w¾q·¹¸¹±ÀÍqµT·>¿Æ±…
¶±3²¶²w±3¿w¾

ÂÏÎÔè�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±ÀÖ

Ú

±f´ÄØYµT¿ÆÉ•ºhÂÕ±f´ÄË¹¿¶ÅfÌ3Åf¸¹±3·N²Æ±f´�É5µT·�²w¿¶±=ÂÏÎ

°

É5ËÞµT¿c²}¾À·hÌf±�¸¹º‘ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÈ¸h±�ÂÕ¾¡ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT· q 7!
u(q) ¸¹± M ] ¸È¾q·¹´ H ? :

w

µGêÀµT·¹´‰±3·�¸¹Å³²}¾

°

ÂQºh·�±³»W±3É‘Ë¹ÂÃ±äË¹ÂÃº¹´

°

·�²wÅ3¿Æ±f´¶´w¾À·�²‰Ò'ºh±äÂÕ±3´‰ÂÃµ

°

´

·¹µT¿¶É�¾qÂÕ±f´

Y�·•ÌfµT·h´

°

¸hòf¿Æ±LÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf± E ¸¹±3´¢É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´“´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´[¿ÆÅ3±fÂÕÂÃ±f´ (n+ 1; n+ 1) ÍGÉ?º¹·

°

¸¹±•Âñ¾>´¶²Æ¿Æº¹Ì³²wº¹¿¶±�±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¹·h± hx; yi = tr (xy):
†

µÀ²ÆµT·¹´�ËÈ¾À¿ E+ ÂÃ±!ÌEäT·¹±•µTºh¼À±f¿c²ä¸¹±3´

É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´�´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±3´!¸¹Å3ÇÈ·

°

±f´!ËQµT´

°

²

°

¼T±f´ä±3²•ËÈ¾À¿ E + ÂÕ±>ÌEäÀ·¹±•ØY±f¿¶É‘Å>¸¹±3´!É�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´

´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±3´=ËÞµT´

°

²

°

¼T±3´fÖ

¯

µ

°

² H ÂÕ±¡´¶µTº¹´�±f´¶ËÈ¾ÀÌf±•¸¹± E ¸¹±3´�É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�¸¹±!ÂÕ¾>ØYµÀ¿ÆÉ5±

q =

2

6
6
6
4

a b1 : : : bn

b1 c1 � � � 0
� � � 0 � � � 0
bn 0 � � � cn

3

7
7
7
5

: öÏïWÖ

˜

åOù



åGÝ

X

¿Æ±f·hµT·¹´1¾qÂÕµT¿¶´“ËQµTº¹¿zØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±[±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±Ä´Æº¹¿ E Âñ¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±¢¸¹±3´¢ÂÃµ

°

´z¸¹±`S

°

´¶èÈ¾À¿c²

¸¹±>ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±•¸¹±•ØYµÀ¿ÆÉ5± p ±f·¹ßÀ±f·¹¸¹¿¶Åf±½ËÈ¾À¿¡ÂÕ¾�É‘±3´Æº¹¿¶± � p ¸¹µT·�²!Âñ¾�²Æ¿w¾À·¹´cØYµT¿ÆÉ5Åf±?¸¹±

Ú

¾ÀË¹ÂÕ¾ÀÌf±�±f´c² det(� � ) � p
±3²L±f´¶²�¸¹Å3ÇÈ·

°

±ä´¶º¹¿‰Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ± �( � p) = � E+ : érÂÞ±3´¶²àÌ3µT·¹·Nº

ÒNº¹±!¸È¾À·¹´=Ì3±�Ìf¾À´fÍ � 7! k� p (� ) = � p logdet(� � ) ¾>ËÞµÀº¹¿àßT¿w¾q¸

°

±3·N² p(� � ) � 1:
ÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖóÖÃÖóÖÃÖóÖ

uq =

2

6
6
6
4

0 0 : : : 0
0 0 � � � b1bn=a
� � � 0 � � � 0
0 bnb1=a � � � 0

3

7
7
7
5

: öÏïWÖ

˜T˜

ù

öÙ±³²=¸¹µT·¹Ì u(q) ±3´¶²�¸¹Å3Ç¹·

°

ËÈ¾À¿ uij = � bi bj =a ËQµTº¹¿ 1 � i < j � n ù³Í

(q+ u(q)) � 1 =

2

6
6
6
6
6
4

� (n� 1)
a +

P n
i=1

ci
aci � b2

i

� b1
ac1 � b2

1
� � � � bn

acn � b2
n

� b1
ac1 � b2

1

a
ac1 � b2

1
� � � 0

� � � 0 � � � 0
� bn

acn � b2
n

0 � � � a
acn � b2

n

3

7
7
7
7
7
5

: öÏïWÖ

˜

áTù

a šœ›=ª P! 1Ÿ!•SRD›=ª Úz [¨fŸ•¬NP•UNO.Ø=ª ªz¤?¬‚Ú O³›=ª P! ¢Ÿ••SR¥›=ª £œØ1b

Ù‰¤?© • ¤�ª/ŸdcœO³›=ª

e

²}¾À·�²à¸¹µÀ·¹·¹Å�º¹·¥ßÀ¿w¾ÀË¹èh± G = (V; E) ö ÇÈ·

°

ÍW±³²à·¹µT·�µÀ¿

°

±3·�²wÅÀÍWÌfµTÉ5É5±äÌ

°

¸¹±f´¶´Æº¹´wù³Í

µT·¥¼q¾>·¹µÀ²w±3¿ a � b ÂÃµT¿Æ´¶ÒNº¹± a ±³² b ´ÆµT·�²�¸¹±3´�´¶µTÉ5É‘±³²w´à¸¹º«ßT¿w¾qË¹è¹±¡±3²�ÒNº¹± f a;bg ±f´c²

º¹·¹±•¾À¿¶Ê3²Æ±ÀÖaY�·D¸

°

²�¾Àºh´Æ´

°

ÒNº¹± a ±3² b ´ÆµÀ·N²•	

�

üs	

�

�³ÿJ� ü³Í¹±3²=ÒNº¹± b ±3´¶²�º¹·v’Àþ ýÕü³ý ÿ5¸h± a: Ö

Y�· ¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±

�

ŠJ�.D>ý ÿ

�

�•?Õþ ÿ5=�>J�.>u� n � 0 ²wµTºh²Æ±•´Æº

°

²w± (v0; v1; : : : ; vn ) ¸h±•ÂÕµT·hßTº¹±fºh¿

n + 1 ²w±3ÂÕÂÃ±¡Ò'ºh± vj � 1 � vj ËÞµTºh¿=²ÆµTºh² j = 1; 2; : : : ; n:
Ú

±f´�´ÆµTÉ5É‘±³²w´ v0 ±3² vn ´¶µT·�²

¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf´àÂÃ±f´•�‰C��<�•@.D>ý��…@}ü‰¸¹º7Ì}èh±fÉ

°

·„Ö

†

µÀ²w±3ì!Ò'ºƒÎÐº¹·«Ì}è¹±3É

°

·«¸h±•ÂÃµT·¹ßTºh±fº¹¿ 0 ±•»

°

´¶²Æ±¡±3²

±f´c²!¿ÆÅ3¸¹º

°

²

�

º¹·�´ÆµTÉ5É‘±³²AÖ�ã�·

�

ê

�

?A� ±f´¶²!ºh·]Ì}èh±fÉ

°

· (v0; v1; : : : ; vn ) ¸¹±>ÂÕµT·hßTº¹±fºh¿

n � 3 ²w±3Â/Ò'ºh± (v1; : : : ; vn ) ´Æµ

°

±f·�²

�

ýÕü.�Ùý ÿ

�

� ü=±3²�²w±fÂ“ÒNº¹± vn = v0 Ö

Ú

±�ßT¿w¾ÀËhè¹± G ±3´¶²

¾ÀÂÃµT¿Æ´�¸

°

²¤�<�³ý<	Àÿ5=�>5?A@¡´

°

ËÞµÀº¹¿�²wµTºW²!Ì3ê'ÌfÂÃ±‘¸¹± G (v0; v1; : : : ; vn ) ¸¹±½ÂÕµT·hßTº¹±fºh¿ n � 4
¾ÀÂÃµT¿Æ´

°

Â=±•»

°

´¶²Æ± i ±³² j ¾A¼T±3Ì 1 � i < j � n ²w±3ÂÕ´�ÒNº¹± 1 < j � i < n � 1; ±3²

vi � vj :
Ú

ÎÐ¾À¿¶Ê3²w± f vi ; vj g ±f´c²?¾qÂÕµT¿¶´¡¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf±½º¹·¹±

�

þB�

�

�ä¸¹º�Ì3ê'ÌfÂÃ±ÀÖ

¯W°

U � V Í„´Æµ

°

²

EU ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±�¸¹±f´‰¾À¿ÆÊ³²w±3´ f a;bg ¸h± E ²Æ±fÂÃÂÕ±f´ÄÒNº¹± a ±3² b ´¶µ

°

±3·�²‰¸È¾q·¹´ U:
Ú

±äßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

GU = (U;EU ) ±f´c²=¾ÀÂÃµT¿Æ´à¾qË¹ËÞ±3ÂÕÅ�=��Ð	.�JŠJ��ý ÿ

�

>Wý��Þ¸¹± G ´Æº¹¿ U: ×äÎÔ±f´c²=º¹·D´ÆµTºh´àßT¿w¾ÀËhè¹±

¸¹± G ÍzÉ�¾

°

´!¾q²Æ²Æ±f·�²

°

µT·„ÍzÌ3µTÉ‘É5±>¸¹Å…


�

¸

°

²!±f·�´¶±fÌ³²

°

µÀ·®áhÍ„²ÆµTº¹´•ÂÕ±f´!´¶µTº¹´•ßT¿w¾ÀËhè¹±f´•·¹±

´ÆµÀ·N²ÄË¹¾À´Ä¸¹±f´ÄßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´

°

·¹¸¹º

°

²w´3Ö

†

µq²w±fìàÒNº¹±=´

°

º¹·½ßT¿w¾ÀËhè¹±=±f´¶²:²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÍ ²wµTºh²ÄßÀ¿w¾ÀË¹èh±

°

·h¸¹º

°

²�±f´¶²�¾Àºh´Æ´

°

²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

érÂQØÙ¾qºh²�¸¹µÀ·¹·¹±f¿L±f·¹Ì3µT¿Æ±ä¸„Î ¾qºh²w¿¶±f´�¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µÀ·¹´fÖ

¯W°

a ±3² b ´ÆµÀ·N²‰¸È¾À·¹´ V
°

ÂQ±f´c²‰ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÃ±

¸¹±ä¼Àµ

°

¿yÒNº¹±¡Âñ¾•¿Æ±3Âñ¾q²

°

µT· a R b ¸¹Å³ÇÈ·

°

±�ËÈ¾À¿LÂÕ±�ØÙ¾

°

²yÒNº„Î

°

Âƒ±•»

°

´¶²Æ±�º¹·�Ì}è¹±3É

°

·�¸„ÎÔµT¿

°

ß

°

·h±

a ±³²ä¸ƒÎÐ±•»W²Æ¿ÆÅ3É

°

²wÅ b ±f´c²äº¹·h±�¿¶±fÂñ¾ ²

°

µÀ·¥¸„ÎÐÅ3ÒNº

°

¼q¾ÀÂÃ±f·¹Ì3±ÀÖ

¯

±f´�ÌfÂÕ¾À´Æ´¶±f´�´ÆµT·�²ä¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf±f´�ÂÕ±3´

ÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾q·N²Æ±f´•ÌfµT·h·¹±³»W±f´?¸¹± G:
¯

Î

°

Â:·„Î ê]¾7ÒNº„ÎÔº¹·¹±‘´Æ±3º¹ÂÕ±5ÌfÂÕ¾À´Æ´¶±ÀÍ/µT·�¸

°

²•ÒNº¹± G ±3´¶²

�

þ ÿÈÿ��‰Cu�gf

¯

µ

°

²�É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�² a ±³² b ·hµT·�¾À¸B
Æ¾ÀÌ3±f·�²w´¡¸¹¾À·¹´ V: ã�·�ü•@…�
	��‰	��…�.>u�=¸¹± a ±³² b ±3´¶²

º¹·¹±äËÈ¾À¿¶²

°

± S ¸¹± V ²w±fÂÃÂÕ±�Ò'ºh±�²wµTºh²‰Ì}è¹±fÉ

°

· (v0; v1; : : : ; vn) ¸„ÎÔ±³»'²Æ¿ÆÅfÉ

°

²ÆÅf´ v0 = a ±3²



hG�_�! 2"¤$'&)(�*�+8 2"¹ár&),…(�7Í$0/r�!ß2"�"~��7¤áî�1 2"¤$)&'(8*2+I 2"¯�8ßIà��)�¼*'�)"u(8iÛ�! #"

å•Ž

vn = b ±3´¶²�²Æ±fÂ“ÒNº„Î

°

Â/±³»

°

´c²w± j ¾A¼T±3Ì 1 � j � n � 1 ²w±3Â[ÒNº¹± vj 2 S: �

°

±3·Ó±3·N²Æ±f·¹¸hº„Í

²wµÀºh²=±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±!Ë¹ÂÕºh´àßT¿w¾À·h¸«ÒNº¹± S ±f´¶²�±3·¹ÌfµT¿¶±!º¹·7´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿3ÍÈ±3²=ÌfµÀÉ‘É5± G ±3´¶²�º¹·

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±!ÇÈ·

°

ÍÈÂñ¾>·¹µÀ²

°

µT·D¸¹±>ü•@…�
	��‰	��6�.>5�WD>ý ÿÈý�D0	�?'±f´c²äÁ

°

±f·«¸¹Å³ÇÈ·

°

±qÖ

†

µÀ²ÆµT·¹´�Ò'ºh±�·

°

a
·

°

b ·¹±äËQ±fºh¼À±f·�²àÊ³²w¿Æ±�¸È¾À·¹´Lº¹·�´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿�É

°

·

°

É�¾qÂh¸¹± a ±3² bÖ

X

ÂÕº¹´yßTÅf·hÅf¿w¾qÂÕ±fÉ5±f·�²fÍ

´

°

A ±3² B ´ÆµT·�²�¸¹±f´�ËÈ¾À¿c²

°

±3´=¸

°

´�
¶µ

°

·�²w±3´=¸¹± V ÍÈµT·Ó¸

°

²=ÒNº¹±?ÂÕ¾½Ë¹¾À¿¶²

°

± S ¸¹± V ±f´¶²äº¹·

´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿ä¸¹± A ±³² B ´

°

S ±3´¶²�ºh·#´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿ä¸¹± a ±3² b ËQµTº¹¿�²wµTºh²�ÌfµÀº¹Ë¹ÂÕ± (a;b)
¸¹± A � B:

w

µ

°

Ì

°

¸„Î ¾qÁÞµT¿¶¸#º¹·¹±�Ë¹¿Æ±3É

°

òf¿¶±?ÌA¾q¿w¾ÀÌ³²wÅf¿

°

´Æ¾q²

°

µT·7·hµT·Ó²w¿

°

¼

°

¾qÂÕ±¡¸¹±3´�ßT¿w¾qË¹è¹±f´�²w¿

°

¾À·Wç

ßTº¹ÂÃÅf´¡â

jlk oš\^[nm5pq™Eo~i<kJi

¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·�ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±½ÇÈ·

°

·¹µT·œµT¿

°

±f·�²wÅqÖ/íäÂÕµÀ¿Æ´•ÂÕ±f´•¸¹±3ºW»

¾qÑ5¿ÆÉ‘¾q²

°

µT·¹´‰´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±f´=´ÆµÀ·N²�Å3Ò'º

°

¼q¾ÀÂÕ±3·�²w±f´!â

åTÖ G ±f´¶²�²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÖ

˜

Ö

X

µTº¹¿=²wµTºh²�Ì3µTº¹Ë¹ÂÃ±•¸h±�´¶µTÉ‘É5±3²Æ´ a ±3² bÍÈ²wµTºh²�´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂ S ¸¹± a ±3²

b ±3´¶²=²w±3ÂzÒNº¹±!ÂÕ±¡ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

°

·h¸¹º

°

² GS ±3´¶²�ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²fÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

2 ) 1 :
¯

µ

°

² (v0; v1; : : : ; vn ) º¹·�Ì³êWÌ3ÂÕ±�¸¹±�ÂÕµT·¹ßÀº¹±fº¹¿ n � 4 ±3²L´Æµ

°

² S º¹·�´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿

É

°

·

°

É�¾ÀÂ“¸¹± v0 ±3²•¸¹± v2: í�ÂÕµT¿¶´ S ÌfµÀ·N²

°

±3·N² v1 ±3²•º¹· vj ; ¾A¼T±3Ì 2 < j < n: ãäµT·¹Ì

f v1; vj g ±f´c²�º¹·¹±•ÌfµT¿¶¸¹±!¸¹º7Ì³ê'ÌfÂÕ±qÖ

Ú

±•ßÀ¿w¾ÀË¹èh±¡±f´¶²�¸¹µÀ·¹Ì!Á

°

±3·«²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

1 ) 2 :
¯

µ

°

² S º¹·Ó´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂƒ¸h± a ±³² b:
¯

µ

°

² A ±³² B ÂÕ±f´�ÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾q·N²Æ±f´

ÌfµÀ·¹·¹±³»W±3´?¸¹ºœßT¿w¾ÀËhè¹±

°

·¹¸¹º

°

² GE nS ÌfµT·�²Æ±f·È¾À·�² a ±³² b ¿¶±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3É‘±3·N²fÖ

X

µTº¹¿¡²wµÀºh²

s ¸¹± S
°

Âz±•»

°

´¶²Æ±�Ì3±f¿c²}¾

°

·¹±fÉ5±f·�²�º¹· as ¸È¾À·¹´ A ¾q¸B
Æ¾ÀÌf±3·�²

�

s : ´

°

·¹µÀ· S n f sg ´¶±f¿Æ¾

°

²

¾Àº¹´¶´

°

ºh·«´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿à¸¹± a ±3² bÍ¹Ì3±¡ÒNº

°

ÌfµÀ·N²Æ¿Æ±3¸

°

²àÂÕ¾•É

°

·

°

É‘¾ÀÂ

°

²wÅ‰¸¹± S: ãä±¡É5ÊfÉ5±

°

Â

±³»

°

´¶²w± bs ¸È¾q·¹´ B ¾q¸B
Æ¾ÀÌf±3·�²

�

s: ð«µT·�²w¿ÆµÀ·¹´�¾ÀÂÕµT¿¶´�ÒNº¹±!´

°

s ±3² s0
´¶µT·�²�¸È¾À·¹´ S; ¾ÀÂÃµT¿Æ´

°

ÂÃ´à´ÆµT·�²ä¾À¸B
Æ¾ÀÌ3±f·�²w´3Ö

X

º

°

´ÆÒNº¹± A ±f´c²äÌ3µT·¹·¹±•»h±qÍ

°

Â„±³»

°

´¶²w±•º¹·7Ì}è¹±fÉ

°

·D¸„ÎÔ±³»'²w¿¶ÅfÉ

°

²ÆÅf´ as

±3² as0
¸¹¾À·¹´ GA Í[¸

°

´¶µT·¹´ (as; a1; : : : ; an� 1; as0):
†

µq²wµT·¹´?Ò'ºh±¥´w¾#ÂÕµÀ·¹ßTº¹±3º¹¿ n ËQ±fºW²

Ê3²Æ¿Æ±‘ëhÖ/×‰è¹µ

°

´

°

´Æ´¶µT·¹´•Ìf±5Ì}è¹±fÉ

°

·�ËQµTº¹¿!ÒNº¹±‘Ì3±3²¶²w±5ÂÕµT·¹ßÀº¹±fº¹¿ n ´Æµ

°

²!É

°

·

°

É�¾ÀÂÃ±�öYË¹ÂÕºh´

Ë¹¿¶ÅfÌ

°

´ÆÅ3É‘±3·N²fÍ s ±3² s0
Å3²}¾q·N²yÇh»WÅf´y¸È¾À·h´ S; µT·½Ì}è¹µ

°

´

°

²LÉ5ÊfÉ5± as ±3² a0
s ËÞµÀº¹¿ÄÒ'ºh±�Ì3±3²Æ²Æ±

ÂÕµÀ·¹ßTº¹±3º¹¿>´Æµ

°

²½É

°

·

°

É‘¾ÀÂÃ±Gù³Ö“ãä±«É5ÊfÉ5±ÀÍ

°

Â�±³»

°

´c²w±Dº¹·
Ì}è¹±fÉ

°

· (bs0; b1; : : : ; bm� 1; bs)
¸È¾À·h´ GB ; ¾A¼T±3Ì m É

°

·

°

É‘¾ÀÂÏÖ'ãäµÀ·¹Ì

(s;as; a1; : : : ; an� 1; as0; s0; bs0; b1; : : : ; bm� 1; bs; s)

±f´c²�º¹·‘Ì3ê'ÌfÂÃ±ä¸¹±�ÂÕµÀ·¹ßTº¹±3º¹¿ n + m + 4: érÂÈê‘¾•¸¹µÀ·¹Ìäº¹·h±�Ì3µT¿Æ¸¹±qÖ¹×‰±3ÂÕÂÃ±�Ì

°

·h±�ËQ±fºh²LÊ3²Æ¿Æ±

¸¹±‘Âñ¾«ØYµÀ¿ÆÉ5± f ai ; aj g öYÌfµT·�¼À±f·�²

°

µT· â an = as0) : Ìf±fÂÕ¾7Ì3µT·�²w¿Æ±3¸

°

¿Æ¾

°

²•ÂÕ¾7É

°

·

°

É�¾ÀÂ

°

²ÆÅ

¸¹± n: ãä± É‘Ê3É‘± ÂÕ¾�ÌfµÀ¿Æ¸¹± f bi ; bj g ±f´¶²D±•»WÌfÂÕºh±ÀÖ'þ�ºÈ¾À·�²

�

Âñ¾®Ì3µT¿Æ¸¹± f ai ; bj g; ±3ÂÕÂÃ±

±f´c²�±³»WÌfÂÃº¹±!ËÈ¾À¿à¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µT·¥¸ƒÎÐº¹·«´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿fÖ

Ú

±f´=Ì3µT¿Æ¸¹±3´�¸hº«ßÀ±f·¹¿¶± f ai ; sg; f ai ; s0g;
f bi ; sg; f bi ; s0g ´ÆµÀ·N²=±•»WÌfÂÕºh±f´=ËÈ¾À¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂ

°

²wÅà¸¹± n µÀº m:
Ú

¾•´¶±fº¹ÂÃ±¡ÌfµT¿¶¸¹±¡ËQµT´Æ´

°

Á¹ÂÃ±

±f´c² f s;s0g; Ì3±�ÒNº

°

¾ÀÌ}èhò3¼T±•Âñ¾>¸¹Å3É‘µÀ·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·„Ö

×‰±5²Æè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±½·¹µTº¹´!Ì3µT·¹¸¹º

°

²�¾Dºh·¹±‘Ëh¿ÆµTË¹¿

°

Å³²wÅ

°

É5ËQµT¿¶²w¾À·�²w±•¸¹±3´�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±f´!²w¿

°

¾À·Wç

ßTº¹ÂÃÅf´¡â

p�™upqpq™Hoji|h~i

¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·�ßT¿w¾ÀËhè¹± ²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅÀÖ‰íäÂÕµÀ¿Æ´fÍà´

°

G ·„ÎÔ±f´¶²ÓËÈ¾À´

ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²fÍ

°

Âà±•»

°

´¶²Æ±7º¹·h±7ËÈ¾q¿¶²

°

²

°

µT· (A; S;B) ¸h± V ÒNº

°

´Æµ

°

²½Ë¹¿ÆµTËh¿Æ±�öÙÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿Æ±



˜

ë

ØYµT¿¶É‘Å3±�¸„ÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±f´?·¹µT·®¼

°

¸¹±3´}ù•Í[²w±3ÂÕÂÃ±‘ÒNº¹± S ´¶µ

°

²?º¹·Û´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿•¸¹± A ±3² B ±3²

²w±3ÂÕÂÃ±�ÒNº¹±�ÂÃ±�ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

°

·h¸¹º

°

² GS ´¶µ

°

²�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

¯W°

G ·„ÎÔ±f´¶²�ËÈ¾q´�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÍ'´Æµ

°

² a ±3² b ¸¹±fº'»D´ÆµTÉ5É5±3²w´L·¹µT·«¾À¸B
Æ¾Oç

Ìf±3·�²w´fÍ�±³²y´Æµ

°

² S º¹·½´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿ÄÉ

°

·

°

É‘¾ÀÂN¸¹± a ±3² bÖ

¯

µ

°

² A Âñ¾�Ì3µTÉ5ËÞµT´Æ¾À·�²w±àÌ3µT·¹·¹±•»h±

ÌfµÀ·N²Æ±f·È¾q·N² a ¸¹º®ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

°

·¹¸¹º

°

² GV nS ±3²•´¶µ

°

² B = V n (S [ A):
Ú

ÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ± B
ÌfµÀ·N²

°

±3·N² b ±3²�·„ÎÔ±f´c²•¸¹µT·hÌ�ËÈ¾À´!¼

°

¸¹±qÖ

X

¾À¿•ÂÕ±>²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±�æhÖóåTÍ S ±3´¶²?ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÖ!x=±f´c²w±

�

¼Àµ

°

¿5ÒNº¹± S ´¶ÅfËÈ¾q¿Æ± A ±3² B Ö

¯

Î

°

Â=±³»

°

´c²}¾

°

² (a0; b0) 2 A � B ±3²�ºh· Ì}è¹±fÉ

°

· C
¸„ÎÔ±³»'²w¿¶ÅfÉ

°

²ÆÅf´ a0
±³² b0

ÒNº

°

Å³¼

°

²w± S µT·®¸

°

´¶²

°

·¹ßTº¹±‘¸¹±fº'»®Ìf¾À´�â“µTº®Á

°

±f· b0
±3´¶²>¸È¾q·¹´

Âñ¾�ÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾q·N²Æ±7Ì3µT·¹·¹±•»W±#¸¹± GV nS ÌfµT·�²w±3·È¾À·�² b âÄÌf±7Ì}è¹±fÉ

°

· C ËÞ±3¿ÆÉ5±3²Æ²Æ¿w¾

°

²½¸¹±

ØÙ¾ÀÁ¹¿

°

ÒNº¹±3¿¡º¹·œÌ}èh±fÉ

°

·]¸¹± a
�

b ÒNº

°

Å3¼

°

²Æ± S : ÌÀÎÔ±f´c²

°

É‘ËQµT´¶´

°

ÁhÂÕ±ÀÖ~Y�ºœÁ

°

±f· b0
·„ÎÔ±f´c²

ËÈ¾À´y¸È¾À·h´‰Âñ¾!ÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾q·N²Æ±�Ì3µT·¹·¹±•»W±�¸¹± GV nS Ò'º

°

Ì3µT·�²

°

±3·�² bÖh×‰µTÉ‘É5± b0
±f´c²�¸È¾q·¹´‰ÂÕ¾

ÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾q·N²Æ±¡ÌfµT·h·¹±³»W±•¸¹± G ÒNº

°

ÌfµÀ·N²

°

±3·N² a ÍÈ±3²=·hµT·7¸¹¾À·¹´=Âñ¾•Ì3µTÉ‘ËQµT´Æ¾À·�²w±¡ÌfµÀ·¹·¹±³»W±

¸¹± GV nS ÍhÌf±fÂÕ¾?±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±¡ÒNº¹± S ±3´¶²=º¹·¥´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿=¸¹± a ±3² b0
±³²

°

ÂHØÙ¾Àºh²àÁ

°

±f·¥ÒNº¹±¡ÂÃ±

Ì}è¹±3É

°

· C ÌfµTº¹ËQ± S; ¸„ÎÔµ��«Âñ¾>ÌfµT·�²Æ¿w¾À¸

°

Ì3²

°

µT·„Ö

Ú

±•ÂÃ±fÉ5É‘±ä±f´¶²�É5µT·�²w¿¶ÅÀÖ

Ú

±�ÂÕ±3É‘É5±5æhÖ

˜

·¹µTº¹´•Ì3µT·¹¸¹º

°

²

�

º¹·¹±�Ìf¾À¿w¾ÀÌ³²wÅ3¿

°

´Æ¾q²

°

µT·�¸h±f´•ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´?²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ3´fÍ

ÒNº

°

ÌfµTÉ5É‘±3·¹Ìf±�ËÈ¾À¿yÂñ¾!´ÆºhÁh²

°

ÂÕ±=¸¹Å3Ç¹·

°

²

°

µT·5¸¹±äßÀ¿w¾ÀË¹èh±�¸¹Å3ÌfµTÉ5ËQµT´w¾ÀÁhÂÕ±ÀÖ

¯W°

G = (V; S)
±f´c²:º¹·•ßÀ¿w¾ÀË¹èh±‰ÒNº¹±fÂÃÌfµT·hÒ'ºh±•öYÇÈ·

°

±3²¢·¹µT·•µÀ¿

°

±3·�²wÅ‰Á

°

±f·?´��¹¿wù³ÍT¾qË¹ËÞ±3ÂÕµT·h´

�

@

�

þBD8�ÈþGü³ý��ÙýÏþ ÿ

¸¹± G Âñ¾�¸¹µÀ·¹·¹Åf±=¸„ÎÔº¹·¹±àË¹¾À¿¶²

°

²

°

µT·•Ë¹¿¶µTË¹¿¶± (A; S;B) ¸h± V ²Æ±fÂÃÂÕ±‰ÒNº¹± GS ´Æµ

°

²:Ì3µTÉ‘ËhÂÕ±3²

±3²=´¶µ

°

²=ºh·7´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿=¸¹± A ±3² B:
Ú

¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·DæhÖ

˜

¸

°

²=ÒNº¹±!´

°

G ±f´¶²=²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅ

·¹µT·ÛÌ3µTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÍ

°

ÂL¾À¸¹É5±3²•ºh·¹±¥¸¹ÅfÌ3µTÉ5ËÞµT´

°

²

°

µT·„Ö

w

µ

°

Ì

°

¾ÀÂÕµÀ¿Æ´?ÂÕ¾%�z@

�

>5�}ü³ý�’���¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µÀ·

´Æº

°

¼q¾À·�²w±qÖ
Y�·5¸

°

²yÒNº¹±�ÂÕ±=ßT¿w¾qË¹è¹± G ±f´c²

�

@

�

þBD8�ÈþGüE	GFE?A�[´

°H°

ÂÈ±f´¶²LµTº‘Á

°

±3·‘Ì3µTÉ‘ËhÂÕ±3²fÍ�µTº

Á

°

±f·•²w±3ÂhÒNº„Î

°

ÂÈ¾q¸¹É‘±³²Æ²Æ±�º¹·¹±�¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT· (A; S;B) ²w±3ÂÕÂÃ±‰ÒNº¹±

�

�‘�a? >�ü[ÂÕ±f´¢ßT¿w¾ÀËhè¹±f´

°

·h¸¹º

°

²Æ´ GA[ S ±3² GS[ B ´¶µ

°

±3·�²�¸hÅ6


�

¸¹ÅfÌ3µTÉ5ËÞµT´Æ¾ÀÁ¹ÂÃ±f´fÖ

×‰±3²¶²w±¡¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µT·�±f·¥±f´c²�¼'¿w¾

°

É‘±3·�²�º¹·¹±qÍ¹Á

°

±f·¥ÒNº„ÎÐ¾ÀÁ¹´¶²Æ¿w¾

°

²w±�âh´

°

µT·�ÌfµÀ·¹·È¾

°

²‰²wµÀº¹´

ÂÕ±3´‰ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´�¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´w¾ÀÁ¹ÂÃ±f´

�

n ´¶µTÉ‘É5±3²Æ´¡öY±3²�ÌqÎÐ±3´¶²=ÂÃ±�Ìf¾À´�ËQµTº¹¿ n = 1 ÖóÖÃÖ ù‰¾ÀÂÃµT¿Æ´yµT·

ÌfµÀ·¹·È¾

°

²àÂÕ±3´�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±f´

�

n + 1 ´ÆµTÉ5É5±3²w´3ÖÈô:·«ØÙ¾

°

²¡â

jlk
oš\^[nm5pq™qoji|•~i

ã�·•ßÀ¿w¾ÀË¹èh±‰±f´c²:¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´w¾ÀÁ¹ÂÃ±L´

°

±³²1´¶±fº¹ÂÃ±fÉ5±f·�²:´

°'°

ÂN±3´¶²¢²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

¯

µ

°

² G = (V; E):
†

µTºh´‘É5µT·�²w¿¶µT·¹´>ÂÏÎÔÅfÒNº

°

¼q¾ÀÂÕ±3·¹Ìf±DËÈ¾À¿½¿¶ÅfÌfºh¿cç

¿Æ±3·¹Ìf±«´Æºh¿ n = jV j ÖL×äÎÔ±f´¶²5²w¿

°

¼

°

¾qÂ�ËÞµÀº¹¿ n = 1 Ö

¯

º¹Ë¹ËQµT´ÆµT·h´‘Â—ÎÐÅ3Ò'º

°

¼q¾ÀÂÕ±3·¹Ìf±¥¼'¿w¾

°

±

ËQµTº¹¿à²wµTºh´�ÂÃ±f´ V ¸h±•²w¾

°

ÂÃÂÕ± < n ±³²�É5µT·�²w¿¶µT·¹´=Âñ¾½ËQµTº¹¿ n:
¯

¾q·¹´�ËQ±f¿c²w±•¸¹±•ßTÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ

°

²ÆÅ

µT·DËQ±fºh²�´ÆºhË¹ËÞµÀ´Æ±f¿�ÒNº¹± G ·„ÎÔ±f´c²�Ë¹¾À´=ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÖ

( :
X

º

°

´¶Ò'ºh± G ±f´¶²‰²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ=·¹µT·¥Ì3µTÉ‘ËhÂÕ±3²fÍ�ÂÕ±�ÂÕ±fÉ5É5±�æWÖ

˜

É5µT·�²w¿¶±�ÒNº„Î

°

ÂQ±³»

°

´¶²w±äº¹·¹±

¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´

°

²

°

µT· (A; S;B): ×‰µTÉ5É‘± GA[ S ±3² GS[ B ´¶µT·�²•²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ3´fÍ/ÂÏÎÔè�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±

¸¹±à¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf±�±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±àÒNº„Î

°

ÂÕ´1´¶µT·�²y¸¹ÅfÌ3µTÉ‘ËQµT´Æ¾ÀÁ¹ÂÕ±3´fÍT±³²Ä¸¹µT·¹Ì G ±f´¶²Ä¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾qÁ¹ÂÕ±qÖ

) :
X

º

°

´¶Ò'ºh± G ±f´c²�¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´w¾ÀÁ¹ÂÃ±�·hµT·#ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²fÍÈËÈ¾À¿�¸¹Å3ÇÈ·

°

²

°

µT·

°

Âz±³»

°

´c²w±•ºh·¹±?¸¹Å•ç

ÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT· (A; S;B):
Ú

±f´‰ßÀ¿w¾ÀË¹èh±f´ GA[ S ±3² GS[ B ´ÆµT·�²�¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´w¾qÁ¹ÂÕ±3´L±³²‰¸¹µÀ·¹Ì

²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ3´ÄËÈ¾À¿‰Â—ÎÐè�ê'ËQµÀ²wè¹ò3´Æ±�¸h±�¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±ÀÖ

¯W°

C ±3´¶²àº¹·�Ì3ê'ÌfÂÃ±�¸¹± G ÍW¾ÀÂÕµÀ¿Æ´yµTº�Á

°

±f·

°

ÂÈ±3´¶²L¸È¾À·¹´ GA[ S ÍNÒNº

°

±f´c²L²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅÀÍT±³²

°

Â¹¾�º¹·¹±�ÌfµT¿¶¸¹±ÀÖuY�º�Á

°

±f·

°

ÂÈ±3´¶²‰¸È¾À·¹´ GB [ S Í

ÒNº

°

±f´c²y²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÍT±³²

°

ÂÈ¾!º¹·¹±�ÌfµT¿¶¸¹±ÀÖuY�º5Á

°

±3· C Ì3µTÉ‘Ëh¿Æ±f·h¸‘º¹·‘ËÞµ

°

·�² a ¸¹± A ±3²yº¹·

ËQµ

°

·�² b ¸¹± B; ¾A¼T±3Ì C = (a; : : : ; b: : : ; a):
Ú

±>Ì³ê'ÌfÂÕ±½´¶±½ØY¿Æ¾ÀÌ3²

°

µT·h·¹±•±f·]º¹·�Ì}è¹±3É

°

·

¸¹± a
�

bÍÞÒNº

°

ÌfµTºhËÞ±•¸hµT·¹Ì S ±3· º¹·#ËQµ

°

·�² s ÍÞ±³²�º¹·#Ì}èh±fÉ

°

·Ó¸h± b
�

a ±f·Óº¹· ËÞµ

°

·�²
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å

s0: ×‰µTÉ5É5± S ±f´c²�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÍ f s;s0g ±3´¶²�º¹·¹±!Ì3µT¿Æ¸¹±!¸¹± C ±³² G ±f´¶²�Á

°

±f·¥²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÖ

s t

¬0UD© Ø� 1Ÿ‡Ú/¨3¤�¬Dª •«Ÿ¡ �uqŸ!¨.Ú/›=ª £DŸ•¬Dª O³›=ª P• ¢Ÿ••SR¥›=ª Úz [¨�b

Ÿ�¬NPWUœO.Ø=ª

e

·¹µT·¹Ì3µT·¹´/º¹·!ÂÕ±3É‘É5±

°

É5ËQµT¿¶²w¾À·�²ƒÌ3µT·¹Ìf±3¿Æ·È¾q·N²“ÂÃ±f´zßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´„²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅf´3Ö

X

µTº¹¿zÌf±3Âñ¾hÍ

µT·‘¸

°

²LÒNº„ÎÐºh·¥´ÆµTÉ5É‘±³² s ¸ƒÎÐº¹·�ßT¿w¾ÀËhè¹± G = (V; E) ±3´¶²�ü³ý�D8�a?mý

�

ý<	�?À´

°

ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±�¸¹±f´

¼Tµ

°

´

°

·¹´à¸¹± s Í¹ÌqÎÐ±3´¶²

�

¸

°

¿¶±�ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ5Ë¹ÂÃ± U = f v 2 V ; v � sg; ±3´¶²=²w±3Â„ÒNº¹±!ÂÕ±�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±

°

·h¸¹º

°

² GU ±f´c²�Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÖ

p�™upqpq™wv�i<kJi

ö

Ú

±3É‘É5±D¸¹±Óã

°

¿w¾qÌGù

¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·�ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±D²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ�ÿƒþ ÿ

�

þBD8�a?A�.�ÙÖ¹íäÂÃµT¿Æ´

°

Âƒ±³»

°

´¶²w±•¸¹±3ºW»D´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´à´

°

É5Ë¹Â

°

Ì

°

¾ÀºW»‘·¹µT·«¾À¸�
Æ¾ÀÌf±3·N²Æ´fÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

Y�·]Ë¹¿Æµ'Ìfò3¸¹±½ËÈ¾À¿!¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±5´Æº¹¿!ÂÕ¾¥²w¾

°

ÂÃÂÕ± n ¸¹±½ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ± V
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3 ) 2 : Y�·Dºh²

°

Â

°

´Æ±�ÂÃ±¡ÂÕ±fÉ5É5±�´Æº
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±f· v ±f´¶²�¸È¾q·¹´ C \ H ±3²�ÂÕ±¡ÂÃ±fÉ5É‘±ä±f´¶²�É5µT·�²w¿¶ÅÀÖ
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°
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É‘¾ÀÂÃ±�¸¹± G ±f´c²‰º¹·‘ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²y¸¹±�ÂÕ¾
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´¶²Æ±�ËÈ¾q´�¸¹±�ÌfµTºhË¹ÂÕ± i > j ²w±fÂ/ÒNº¹±‘åOù�´Æµ

°

²�¼'¿Æ¾

°

ÍÈ´¶µ

°

² j 0 ÂÕ±!Ë¹ÂÃº¹´�ËÞ±³²

°

²

¸¹±3´ j ²w±3ÂÕ´�Ò'ºh± i < j ±³² D i � D j ÖQíäÂÕµÀ¿Æ´�µT·#´ÆºhË¹Ë¹¿

°

É‘± B i ±³²�µT·ÓÉ‘±³² B j 0

�

´Æ¾½ËhÂñ¾ÀÌ3±ÀÖ

Ú

±½ËÞµ

°

·�²

°

É5ËÞµT¿c²}¾À·�²!±3´¶²•ÒNº¹± D 0
±3´¶²?¾Àº¹´Æ´

°

ËÈ¾À¿¶ØÙ¾

°

²w±qÖ/×äÎÔ±f´¶²�ÌfÂÕ¾

°

¿ä¸È¾À·¹´•ÂÕ±½Ë¹¿¶±fÉ

°

±f¿

ÌA¾q´ i > j: ã�¾À·h´‰ÂÕ±=´¶±fÌfµÀ·¹¸¥ÌA¾À´3ÍNµTÁ¹´Æ±3¿¶¼ÀµT·¹´�ÒNº¹±�·¹ÅfÌ3±f´Æ´Æ¾

°

¿¶±fÉ5±f·�² Sj 0 = D i : ô:·�±

õ

±³²

Sj 0 = D j 0 \ H j 0 � 1 � D j 0 \ D i = D i :

×‰±fËQ±f·h¸È¾À·�²AÍÈÌ3µTÉ‘É5± D ±f´c²=º¹·¹±!´Æº

°

²w±¡Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²w±qÍ

°

Âƒ±³»

°

´¶²w± p < j 0 ²w±3Â„ÒNº¹± Sj 0 � Dp:
×‰±fÂÕ¾ä±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±�¸¹µT·hÌ D i � Dp: ×‰µTÉ5É‘±LÂÕ±äåGù“Å3²w¾

°

²¢±³»WÌfÂÃº„ÍÀµÀ·>¾�¸¹µT·¹Ì i � p: ×‰µTÉ5É5±

j 0 Å3²}¾

°

²=É

°

·

°

É�¾ÀÂ—Í�µT·«¾5¸hµT·¹Ì¡ÇÈ·È¾ÀÂÃ±fÉ5±f·�² Sj 0 = D i :
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ï

Y�·®±f·œ¸¹Åf¸¹º

°

²�Ò'ºh±�´

°

S0
i = H i � 1 \ D j 0 ¾ÀÂÃµT¿Æ´3ÍzË¹º

°

´¶ÒNº¹± S0
i � Sj 0 = D i µT·�¾

¸¹µT·hÌ S0
i = Si ±3² S0

i ±3´¶²�¸hµT·¹Ì•ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²�·¹µT·7¼

°

¸¹±ÀÖHérÂ/±³»

°

´c²}¾

°

²�ËÈ¾À¿�èNê'ËQµÀ²wèhòf´Æ± p < i
²w±3ÂzÒNº¹± Si = S0

i � Dp: ô:·¹´¶º

°

²Æ±ÀÍÈ´

°

i < q < j 0 µÀ·7¾

S0
q = Dq\ (Hq� 1[ D j 0 [ D i +1 [ : : :[ Dq� 1) = Dq\ (Hq� 1[ D j 0 ) = Sq[ (Dq\ (D j 0nD i )) :

×‰±fËQ±f·h¸È¾À·�²AÍHË¹º

°

´ÆÒNº¹± Dq \ D j 0 � Si = D j 0 Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ± Dq \ (D j 0 n D i ) ±f´¶²�¸¹µT·hÌ

¼

°

¸¹±>±³² S0
q = Sq ´

°

i < q < j 0: ãäµT·hÌ S0
q ±3´¶²!Ì3µTÉ‘ËhÂÕ±3²�±3²!±f´c²

°

·¹Ì3ÂÕº¹´ä¸È¾À·¹´¡º¹· Dp

ËQµTº¹¿!¾Àº�É5µ

°

·¹´�º¹· p < q:
¯W°

ËÈ¾À¿¡è¹¾À´w¾À¿¶¸�Ìf± p = i Í„ÌfµTÉ5É5±•ÂÕ±•·hµTºh¼T±f¾Àº�±3· i ±f´¶²

D j 0 � D i µÀ·�¾ S0
q � D j 0 ¾�ØYµÀ¿¶²

°

µT¿

°

Ögþ¡º¹¾À·�²!¾ÀºW»7²w±3¿ÆÉ5±f´�¸¹±>ÂÕ¾�´Æº

°

²w± D 0
¸„Î

°

·h¸

°

Ì3±

q � j 0
°

Â„±3´¶²�ÌfÂÕ¾

°

¿�ÒNº„Î

°

ÂÃ´à´w¾q²

°

´cØYµT·�² S0
q = Sq+1 ±3²=ÂÕ±¡¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²�´fÎÔ±f·¹´¶º

°

²fÖ

X

µTºh¿•²w±f¿¶É

°

·¹±f¿

°

Â‰´¶ºhÑ½²½¸„ÎÐ¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹±f¿?Ìf±¥ËÈ¾À´¶´w¾ÀßÀ±«¸h± D ¼T±f¿¶´ D 0
¸¹±�ØÙ¾ÀÌ3µT·Û¿ÆÅ•ç

ËQÅ3²wÅ3±•±f·ÓËÈ¾À¿¶²w¾À·�²�¸¹±�Âñ¾½´Æº

°

²w± (B1; : : : ; Bn ) ¸¹Å3Ç¹·

°

±?¾Àº ¾�ùàËÞµÀº¹¿ä¾q¿Æ¿

°

¼T±3¿

�

ÂÕ¾‘´¶º

°

²Æ±

(C1; : : : ; Ck) ¸¹Å³ÇÈ·

°

±�¾Àº�ÌAù³Ö

Ú

¾7´¶º

°

²Æ± (B1; : : : ; Bn ) Å3²}¾

°

²•ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Æ±5Ì3µTÉ5É‘±½µT·œÂÏÎÐ¾

¼'ºÓ¾qº7¸Hù•Í¹Âñ¾>´¶º

°

²Æ± (C1; : : : ; Ck) ÂÏÎÔ±f´c²=¸¹µT·¹Ì•¾Àº¹´¶´

°
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£�£I¨s 6©

f 1; 2; : : : ; 7g
²B¢:¥!©¶¨E©•€0¦B¡ÉŸ§¬
­�¨s©

C1 = f 4; 3; 2; 1g; C2 = f 5; 4; 3; 1g; C3 = f 6; 4; 3; 2g; C1 = f 7; 6; 2g:
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ãäµT·¹·hµT·¹´�¸¹òf´=É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�²=º¹·¹±!¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µÀ·«±3´Æ´¶±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±>â

nNo”“‘f1bed•b<\af–•~i<kJi

¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·ûßT¿Æ¾ÀË¹è¹±¥²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ�ÌfµT·¹·h±³»W±ÀÖ#Y�·(¸

°

²½ÒNº¹±

S � V ±3´¶²>ºh·�ü•@…�
	��Ð	��…�.>5�ƒD>ý ÿÈý�D0	�?„¸¹± G ´

°‰°

ÂÄ±•»

°

´¶²Æ±�¸¹±fº'»ÛÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´ a ±3² b ¸¹±

V ·¹µÀ· ¾À¸B
Æ¾ÀÌ3±f·�²w´�²w±fÂÃ´äÒNº¹± S ´¶µ

°

²äº¹·#´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿�É

°

·

°

É�¾qÂ„¸¹± a ±³² b: Y�· ¾qË¹ËÞ±3ÂÕÂÃ±

D‚>5? �—ý•�a?mý

�

ý��…@¡¸¹º]´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂ S ÂÏÎÔ±f·�²

°

±f¿ � (S) ²w±fÂÄÒNº¹± 1 + � (S) ´¶µ

°

²!Å3ß�¾ÀÂ

¾Àº ·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±�¸¹±•Ì3µTÉ‘ËQµT´Æ¾À·�²w±f´äÌfµT·¹·h±³»W±f´ U ¸¹± V n S ²w±fÂÃÂÕ±3´äÒNº¹±>¸¹±•ËhÂÕº¹´ S ·¹±?´Æµ

°

²

ËÈ¾À´=º¹·h±•Ì3Â

°

Ò'ºh±¡É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±ä¸¹º«ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

°

·¹¸¹º

°

²à´Æº¹¿ U [ S:

íî™5pqt4[Bï~ð!™5`�i

åOù•ô1²}¾À·�²>¸¹µÀ·¹·¹Åf´>ÂÃ±f´•´¶µTÉ5É‘±³²w´?·hµT·(¾À¸B
Æ¾ÀÌ3±f·�²w´ a ±³² b;
°

ÂÄê�¾Ó±f·

ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂ[ËhÂÕº¹´

°

±fºh¿Æ´ä´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´�É

°

·

°

É‘¾ÀºW»�±f·�²w¿¶± a ±3² b âÞË¹¿¶±f·¹¸h¿Æ±•ËÈ¾q¿ä±³»W±3É‘Ë¹ÂÃ±?ÂÃ±

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

�

Üœ´¶µTÉ5É‘±³²w´ 1; 2; 3; 4 ¸„Î ¾q¿ÆÊ3²Æ±f´ f 1; 2g; f 2; 3g; f 3; 4g : ¾ÀÂÃµT¿Æ´ f 2g ±³² f 3g
´ÆµÀ·N²�¸¹±3ºW»«´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´�É

°

·

°

É‘¾ÀºW»5¸h± a = 1 ±3² b= 4:
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°

·

°

É‘¾ÀÂ¢¸¹± G ±f´c²•·¹Å•ç

Ìf±3´Æ´Æ¾

°

¿¶±fÉ5±f·�²�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²AÖ

†

µTº¹´�¾ÀÂÕÂÃµT·¹´‰¼Àµ

°

¿à¸¹¾À·¹´�Ìf±3²¶²w±•´Æ±3Ì3²

°

µT·«Ò'ºh±•Ì3±f´�´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿Æ´

É

°

·

°

É�¾Àº'»�¸¹± G ´ÆµT·�²¢±f·?ØÙ¾

°

²“ÂÕ±f´ Sj ÒNº

°

¾qË¹ËÈ¾À¿Æ¾

°

´¶´Æ±f·�²¢¸È¾À·¹´[ÂÕ±��àè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±�€'Ö

˜

Ò'º¹¾À·¹¸

µT·œÌfµT·¹´

°

¸¹ò3¿Æ±�ºh·®µT¿Æ¸h¿Æ±�Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²•±f·�²w¿¶±�ÂÕ±3´?ÌfÂ

°

ÒNº¹±3´�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´fÖzérÂÃ´�
¶µTºh±f·�²•º¹·Û¿¶µTÂÕ±

±f´¶´Æ±3·N²

°

±3ÂÈ¾A¼T±fÌàÂÃ±f´1Ì3Â

°

Ò'ºh±f´¢É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±f´“¸È¾À·¹´1Â—Î ¾q·È¾ÀÂÃê'´¶±‰±3²1ÂÕ±‰É‘¾À·

°

±fÉ5±f·�²[¸¹±f´:ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´

²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ3´fÖ

á�ù‰érÂz·„Î êD¾½ËÈ¾À´à¸¹±•´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂH¸È¾À·¹´=º¹·«ßT¿w¾qË¹è¹±!ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÖ

ÜNù�×‰µTÉ5É5±�·¹µÀº¹´¡ÂÏÎÐ¾A¼TµT·¹´�ØÙ¾

°

²�±f·

°

·�²Æ¿Æµ'¸¹º

°

´Æ¾À·�²äÂÃ±?²w±3¿ÆÉ5±¯ærÌfÂ

°

ÒNº¹±f´�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±f´¶çwÍ

·¹µTºh´•Å3Â

°

É

°

·¹µT·¹´�²wµTºh²Æ±5¾ÀÉ•Á

°

ßTº

°

²ÆÅ•ËÈ¾À¿!¿Æ¾ÀË¹ËQµT¿¶²

�

º¹·¹±5Â

°

²Æ²ÆÅf¿w¾ ²wº¹¿¶±?²w¿¶òf´!¸

°

¼À±f¿¶´Æ±5±f·

ËÈ¾À¿¶Âñ¾À·�²:¸h±#æk´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´ÄÉ

°

·

°

É�¾Àº'»5çwÖOérÂ¹ØÙ¾Àºh²:´Æ¾G¼Àµ

°

¿:ÒNº¹±=ÂÃ±f´:´¶²w¾q²

°

´¶²

°

Ì

°

±f·¹´3ÍÀÒNºÈ¾À·h¸‘ÂÃ±

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±¡±3´¶²�²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅÀÍ'ËÈ¾À¿¶ÂÕ±3·N²=¸h±•´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿=²wµTºW²=ÌfµTº¹¿c²AÍÈ¸¹±!Ì3Â

°

ÒNº¹±�²ÆµTºh²=Ì3µTº¹¿¶²=±³²

¸¹±�ßT¿w¾ÀËhè¹±?¸¹Å3ÌfµTÉ5ËQµT´w¾ÀÁhÂÕ±•Â

�

µ��#·¹µTº¹´�ËÈ¾À¿¶ÂÕµT·¹´�¸¹±•´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂÏÍW¸¹±?Ì3Â

°

Ò'ºh±

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±�±3²�¸¹±!ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±¡²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÖ

ïTù

Ú

¾�·¹µq²

°

µÀ·Ó¸¹±•É?º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²wÅ¡±3´¶²!¾À´¶´Æ±3ì>´Æº¹Áh²

°

ÂÃ±ÀÖƒ×‰µT·¹´

°

¸¹Åf¿¶µT·¹´�Ë¹¾À¿�±³»W±3É‘Ë¹ÂÃ±?ÂÃ±

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±L¸¹±‰´¶µTÉ‘É5±3²Æ´ f 1; 2; 3; 4; 5g ¸hÅ3ÇÈ·

°

ËÈ¾À¿[´Æ±f´1²Æ¿Æµ

°

´[Ì3Â

°

Ò'ºh±f´¢É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±f´ f 1; 2; 3g Í

f 1; 2; 4g Í f 2; 5g ÖEY�·�¼Tµ

°

²/ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±3É‘±3·N²„Ò'ºƒÎ

°

Â'±3´¶²“²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ1±³²¢ÒNº„Î

°

ÂN¾=¸¹±3ºW»•´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿Æ´

É

°

·

°

É�¾Àº'» f 1; 2g ±3² f 2g Ö

¯W°

µT· ¿Æ±³²

°

¿¶± S = f 1; 2g
°

Â“¿Æ±3´¶²Æ±•ÂÕ±3´ä²w¿¶µ

°

´�ÌfµTÉ5ËQµT´w¾À·�²Æ±f´

ÌfµÀ·¹·¹±³»W±3´ f 3g Í f 4g Í f 5g: érÂL±3´¶²½Ì3Âñ¾

°

¿�ÒNº¹± S ·„ÎÔ±f´c²>ËÈ¾À´•ºh·¹±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±>¸¹±

f 1; 2; 3g ·

°

¸¹± f 1; 2; 4g Í“É�¾

°

´•ÒNº¹±«ÌÀÎÔ±f´c²‘ºh·¹±DÌfÂ

°

ÒNº¹±¥É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±5¸¹± f 1; 2; 5g : Âñ¾

É•º¹Âó²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²ÆÅ/¸¹± S = f 1; 2g ±f´c²[¸hµT·¹Ì=åTÖBY�·•¼Àµ

°

²/ËhÂÕº¹´zØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±3É‘±3·�²zÒNº¹±LÂÕ¾àÉ•º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²wÅ

¸¹± S = f 2g ±f´¶²•åTÖ4ã�·«ÁÞµT·«É5µOêÀ±f·«¸¹±¡¼TÅ3¿

°

Ç¹±f¿�Ò'ºƒÎÐµT·«·¹±¡ØÙ¾

°

²àËÈ¾À´=¸„ÎÔ±f¿¶¿Æ±fºh¿�¸È¾q·¹´=ÂÕ±

ÌA¾qÂÕÌfºhÂ„¸¹±f´=É•ºhÂÃ²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²wÅf´y±f´c²=ÂÕ±�ØÙ¾

°

²àÒNº¹±!Âñ¾•´¶µTÉ‘É5±�¸¹±¡²ÆµTºh²w±3´=ÂÕ±f´àÉ?º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²wÅ3´L¸¹±3´

´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´�É

°

·

°

É‘¾ÀºW»¥¸hµ

°

²�Ê3²Æ¿Æ±•Å3ß�¾ÀÂÕ±�¾Àº#·hµTÉ•Á¹¿¶±?¸¹±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´�É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´=É5µ

°

·¹´

º¹·�öÏ×‰µT¿¶µTÂÕÂÕ¾

°

¿¶±äÝWÖÐÜ½Ì

°

¸h±f´Æ´¶µTº¹´wù³Ö

jlk
oš\^[nm5pq™d•~i<kJi

¯

µ

°

² G º¹·!ßT¿w¾ÀËhè¹±¢²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ[ÌfµT·h·¹±³»W±y·¹µT·!ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²„±³² (C1; : : : ; Ck)
º¹·�µT¿¶¸¹¿Æ±>ËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

²�±f·�²Æ¿Æ±½ÂÕ±3´¡ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´¡É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´fÖ�Y�·]·hµÀ²w± Hq = C1 [ C2 [ : : : Cq

±3²�ËÞµTºh¿�²wµÀºh² q = 2; : : : ; k Sq = Cq \ Hq� 1: íäÂÃµT¿Æ´�ËÞµTºh¿ q � 2 ÂÕ±�ßT¿w¾qË¹è¹±

°

·¹¸¹º

°

²

GH q ±3´¶²!ÌfµÀ·¹·¹±³»W±>±³² (Hq� 1 n Sq; Sq; Cq n Sq) ±3´¶²!º¹·¹±>¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·Ó¸¹± GH q ¾Àº

´Æ±3·¹´!¸¹±½Âñ¾�´¶±fÌ3²

°

µT·]æhÍƒÌÀÎÔ±f´¶²

�

¸

°

¿Æ±>ÒNº¹±½ÌÀÎÔ±f´c²�ºh·¹±½ËÈ¾À¿¶²

°

²

°

µT·#Ëh¿ÆµTË¹¿¶±½¸¹± Hq ±3²•ÒNº¹±

Sq ±f´c²�º¹·D´ÆÅfË¹¾À¿w¾q²Æ±fº¹¿=Ì3µTÉ‘ËhÂÕ±3²�¸¹± (Hq� 1 n Sq; Cq n Sq): ãä±¡ËhÂÕº¹´=´

°

a 2 Hq� 1 n Sq

±3² b2 Cq n Sq ¾ÀÂÃµT¿Æ´ Sq ±3´¶²�º¹·D´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿�É

°

·

°

É�¾qÂQ¸h± a ±3² b:
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µTº¹´!É5µT·�²w¿ÆµÀ·¹´¡¸„ÎÐ¾ÀÁÞµÀ¿Æ¸�ËÈ¾À¿¡¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf±5´Æºh¿ k � q ÒNº¹± GH q

±f´c²äÌ3µT·¹·¹±•»W±�±³²äÒNº¹± Sq ±f´¶²�·¹µT·D¼

°

¸¹±qÖÞ×äÎÐ±3´¶²�¼W¿Æ¾

°

ËQµTº¹¿ q = k Ëhº

°

´¶Ò'ºh±�·¹µÀº¹´ä¾A¼ÀµT·¹´

´ÆºhË¹ËÞµÀ´ÆÅ G ÌfµÀ·¹·¹±³»W±5±3²!ÒNº¹±5Ìf±3Âñ¾¥±f·�²w¿Æ¾:9ñ·h±•²w¿

°

¼

°

¾ÀÂÃ±fÉ5±f·�²�ÒNº¹± Sk ±f´c²�·hµT·]¼

°

¸¹±ÀÖ

¯'°

ÌÀÎÔ±f´c²½¼W¿Æ¾

°

ËQµTº¹¿ k; k � 1; : : : ; q + 1; ´¶º¹Ë¹ËQµT´ÆµT·h´‘ÒNº¹± GH q ·¹±¥´Æµ

°

²½ËÈ¾À´½Ì3µT·¹·¹±•»h±qÖ

Ú

ÎÐè�ê'ËQµÀ²wè¹ò3´Æ±D¸¹±¥¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf±D¸

°

²>ÒNº¹± Sq+1 ±f´c²½·¹µT·®¼

°

¸h±�
1´Æµ

°

² A ÂÕ¾#ÌfµTÉ5ËQµT´w¾À·�²Æ±

ÌfµÀ·¹·¹±³»W±•¸¹± Hq ÒNº

°

ÌfµT·�²

°

±f·�² Sq ±3² B ´ÆµÀ·7Ì3µTÉ‘ËhÂÕÅfÉ5±f·�²w¾

°

¿¶±ä¸È¾À·h´ Hq: íäÂÃµT¿Æ´ A1 =
A [ Cq ±³² B ØYµT¿ÆÉ5±f·�²•ºh·¹±¥ËÈ¾À¿c²

°

²

°

µT·œ¸¹± Hq+1 : ðÓ¾

°

´?Ë¹º

°

´¶ÒNº¹±¥Ìf±³²>±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±¥±f´c²

ÌfµÀ·¹·¹±³»W±«ËÈ¾À¿>Â—ÎÐè�ê'ËÞµq²wè¹ò3´Æ±D¸¹±D¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±ÀÍ

°

Â‰±³»

°

´¶²w± a ¸È¾À·¹´ A1 ±3² b ¸¹¾À·¹´ B ÒNº

°

´ÆµÀ·N²�¿Æ±3Â

°

Åf´àËÈ¾À¿=º¹·«Ì}è¹±3É

°

·7¸È¾q·¹´ GH q+1 : ×‰µTÉ5É5± Cq+1 ±3´¶²�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÍW²wµTºh²�Ì}è¹±3É

°

·

±fÉ5Ë¹¿¶º¹·�²}¾À·�²¥º¹·h± ËÈ¾À¿¶²

°

±7¸¹± Cq+1 n Sq+1 = Cq+1 n A ËÞ±3ºh²¥Ê³²w¿Æ± ¿¶±fÉ5Ë¹Âñ¾qÌfÅÓË¹¾À¿

º¹· Ì}è¹±3É

°

· ¸È¾À·¹´ A ÍƒË¹º

°

´ÆÒNº¹± Sq+1 ·„ÎÐ±3´¶²!ËÈ¾q´�¼

°

¸¹±ÀÖƒãäµT·¹Ì GH q ±f´¶²!Ì3µT·¹·¹±•»W±ÀÖ“×‰±fÂÕ¾
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€

±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±�ÒNº¹± Sq ·„ÎÔ±f´c²àËÈ¾À´y¼

°

¸¹±qÍ'Ìf¾À¿‰´

°

·¹µÀ· Cq ´Æ±f¿Æ¾

°

²Lº¹·¹±�ÌfµTÉ5ËQµT´w¾À·�²Æ±�Ì3µT·¹·¹±•»h±ä¸¹±

GH q :
Ú

¾>¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±�±f´¶²�Å³²w±f·h¸¹º¹±ÀÖ

ð7µT·�²w¿¶µT·¹´L±f·¹´¶º

°

²Æ±äÒNº„ÎÔµT·¥¾!º¹·¹±ä¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·„Ö

X

µTº¹¿ q Çh»WÅqÍ Cq nSq ·„ÎÔ±f´c²�ËÈ¾q´

¼

°

¸¹±�âO´

°

·hµT· Sq � Cq; ±3²[ÌfµÀÉ‘É5±

°

Â�±³»

°

´c²w± p � q� 1 ²w±3ÂWÒNº¹± Sq � Cp ¾ÀÂÃµT¿Æ´ Cq � Cp

Ìf±¡ÒNº

°

ÌfµT·�²Æ¿Æ±f¸

°

²àÂÕ¾?¸¹Å3Ç¹·

°

²

°

µT·�¸h±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±qÖ Hq� 1 nSq ·„ÎÐ±3´¶²=ËÈ¾q´‰¼

°

¸¹±�·hµT·

Ë¹ÂÃº¹´�â“´

°

·¹µT· C1 [ C2 [ : : : Cq� 1 � Cq Ì3±�ÒNº

°

Ì3µT·�²w¿¶±f¸

°

²?ÂÕ¾7¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µT·œ¸¹±�Ì3Â

°

Ò'ºh±

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±qÖWô:·hÇ¹·ÓµT·«¾>¸¹Å6


�

É5µT·�²w¿¶Å¡ËÈ¾À¿à¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±�Ò'ºh± Sq ·ƒÎÐ±3´¶²�ËÈ¾À´�¼

°

¸¹±qÖÈérÂ„±f´c²

Á

°

±f·DÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÍWÌfµTÉ5É5±�ËÈ¾À¿c²

°

±ä¸¹±!ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±�ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3² Cq:
H

°

·È¾ÀÂÕ±3É‘±3·�²AÍ'ÂÕ±

Ú

±fÉ5É‘±

€WÖÐá½¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹Å

�

GH q É‘µT·�²Æ¿Æ±¡ÒNº¹± Sq ±f´¶²�º¹·«´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿�¸h± (Hq� 1 n Sq; Cq n Sq):
ð7µT·�²w¿¶µT·¹´�±f·hÇÈ·�Ò'ºh± Sq ±3´¶²?º¹·�´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿?É

°

·

°

É‘¾ÀÂÏÖ

¯

µ

°

² a 2 Hq� 1 n Sq ±³²

b2 Cq n Sq: Y�·¥¼

°

±f·�²=¸¹±¡¼Àµ

°

¿�Ë¹¾À¿àÂÏÎÔ±fÉ5Ë¹ÂÕµ

°

¸hº

Ú

±3É‘É5±¯€WÖÐá>Ò'ºh± Sq ´ÆÅfË¹¾À¿Æ± a ±3² b:
érÂ/±³»

°

´c²w±�º¹·¹±•ËÈ¾À¿¶²

°

± U � Sq ÒNº

°

´¶µ

°

²�º¹·7´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿äÉ

°

·

°

É�¾ÀÂÞ¸¹± a ±3² b: ×‰µTÉ5É5±

Sq � Cp ËÞµTºh¿�º¹·DÌf±3¿¶²}¾

°

· p � q � 1
°

ÂÞ±³»

°

´c²w±¡º¹·DËQµ

°

·�² v 2 Cp n Sq ±3²àº¹·DÌ}è¹±3É

°

·

¸¹± a
�

v ´

°

²wºhÅä¸È¾À·h´‰ÂÕ±=ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�ÌfµT·h·¹±³»W± GH q� 1 :
¯'°

Sq� 1 ·„ÎÔÅ3²}¾

°

²LËÈ¾À´‰ºh·�´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿

É

°

·

°

É�¾ÀÂ—Í

°

Â“±³»

°

´¶²w±3¿w¾

°

²�º¹· w 2 Sq n U: ×‰µTÉ5É5± Cq ±f´c²¡ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²äµT·�¾ w � b: ãä±

Ë¹ÂÃº¹´ w ±3² v ´ÆµT·�²¡¸È¾q·¹´�Âñ¾½ÌfÂ

°

ÒNº¹± Cp ±3²¡¸¹µÀ·¹Ì w � v: ãäµT·hÌÀÍ„¾A¼À±fÌ•ÂÃ±?Ì}è¹±3É

°

·Ó¸¹± a
�

v ±³²àÂñ¾•´¶º

°

²Æ± v; w; b µT·«¾?ØÙ¾ÀÁ¹¿

°

ÒNº¹Å�º¹·DÌ}è¹±3É

°

·¥¸¹± a
�

b Ò'º

°

·¹±¡ËÈ¾À´¶´Æ±!ËÈ¾À´àË¹¾À¿ U
±3²�¸¹µÀ·¹Ì U ·„ÎÔ±f´¶²�ËÈ¾q´�ºh·7´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿fÖ

Ú

±�²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±•±3´¶²�ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃò3²Æ±fÉ5±f·�²=É‘µÀ·N²Æ¿ÆÅqÖ
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¯

µ

°

² G º¹·!ßT¿w¾ÀËhè¹±1²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ[ÌfµT·¹·h±³»W±Ä·¹µT·!ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²„±³² (C1; : : : ; Ck)
º¹·DµT¿¶¸¹¿Æ±¡ËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

²à±f·�²w¿¶±!ÂÕ±f´àÌ3Â

°

Ò'ºh±f´àÉ‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´fÖ

¯

µ

°

² S º¹·D±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±!¸¹±¡´¶µTÉ5É‘±³²w´fÖ

íäÂÃµT¿Æ´ S ±3´¶²Lº¹·�´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿yÉ

°

·

°

É‘¾ÀÂ'´

°

±3²L´Æ±3º¹ÂÕ±3É‘±3·�²L´

°H°

ÂÈ±³»

°

´¶²w± q ¸È¾q·¹´ f 2; : : : ; kg
²w±3ÂzÒNº¹± S = Sq: ôÄ·«ËÈ¾À¿c²

°

Ìfº¹Â

°

±f¿3Íhº¹·«´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿=É

°

·

°

É‘¾ÀÂH·„ÎÔ±f´¶²_
Æ¾ÀÉ‘¾

°

´‰Åfß�¾ÀÂ

�

ºh·¹±

ÌfÂ

°

ÒNº¹±¡É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±qÖ
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Y�·7¾>¼'ºÓ¾Àº«²Æè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±!Ë¹¿ÆÅ3ÌfÅ3¸¹±f·�²�ÒNº¹± Sq ±f´c²äÁ

°

±f·«º¹·«´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾Oç

²w±3º¹¿àÉ

°

·

°

É�¾ÀÂ—ÖTér·�¼T±3¿Æ´Æ±3É‘±3·�²AÍH´Æµ

°

² S º¹·¥´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿àÉ

°

·

°

É‘¾ÀÂH¸¹± a ±3² b: í�ÂÕµT¿¶´ a ±3²

b ´¶µT·�²à·¹µT·«¾À¸�
Æ¾ÀÌf±3·N²Æ´à±3²à·h±¡ËÞ±3ºh¼T±3·N²�Ê³²w¿Æ±ä¸È¾À·¹´àº¹·h±¡É‘Ê3É‘±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±qÖ

¯

µ

°

²

q(b) = minf q; b 2 Cqg Í q(a) = minf q; a 2 Cqg ÍH´¶º¹Ë¹ËQµT´ÆµT·h´�´w¾À·h´�ËÞ±3¿¶²Æ±?¸¹±�ßTÅf·¹Å•ç

¿w¾qÂ

°

²ÆÅ q(a) < q(b) ±3²yÉ5µT·�²w¿¶µT·¹´ÄÒNº¹± S = Sj Í�ËQµTº¹¿ 2; : : : ; q(b) ÖNã?ÎÐ¾ÀÁÞµÀ¿Æ¸„Í b =2 Sq(b) ;
ÌA¾q¿¡´

°

·hµT·

°

Â1±•»

°

´¶²Æ±5ºh· p � q(b) � 1 ²w±fÂ:ÒNº¹± b 2 Sq(b) � Cp Ìf±½ÒNº

°

ÌfµÀ·N²Æ¿Æ±3¸

°

²!ÂÕ¾

¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µT·5¸¹± q(b): ãäµT·¹Ì b2 Rq(b) ±³²AÍN´Æ±3ÂÕµT·�ÂÕ±)�àè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±�ÝWÖÃå�Ë¹¿ÆÅ3ÌfÅf¸h±f·�²AÍ Sq(b) ±f´c²

º¹·«´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂH¸¹± a ±3² b ¸¹¾À·¹´ Gq(b) ÍÈÂÕ±¡ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

°

·¹¸¹º

°

²=ËÈ¾À¿ Hq(b) Ö

ð7µT·�²w¿¶µT·¹´�É‘¾

°

·N²Æ±f·È¾q·N²‘ÒNº¹±ÓÂ—ÎÐµÀ· ¾œ´¶µ

°

² S = Sq(b) ÍL´¶µ

°

² S \ Sq(b) = ; ÖÛY�·

¿Æ±3É�¾q¿ÆÒNº¹±>²wµTºW²�¸ƒÎ ¾ÀÁQµT¿¶¸œÒNº¹± S Å3²w¾À·�²•ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕ±³²!¸¹µ

°

²!Ê3²w¿¶±

°

·¹ÌfÂÃº¹´¡¸È¾À·h´�º¹·h±5Ì3Â

°

Ò'ºh±

Cs; s = 2; : : : ; qÖ

¯'°

s Å3²}¾

°

²à²w±3Â/Ò'ºh± s � q(b) ÍHÌ3±fÂñ¾

°

É5Ë¹Â

°

ÒNº¹±f¿Æ¾

°

²‰ÒNº¹±•²ÆµTºh²�Ì}è¹±3É

°

·

±f·�²Æ¿Æ± a ±³² b ¾äº¹·¹±�ËQµT¿c²

°

µÀ·?ÒNº

°

·„ÎÐ±3´¶²ÄËÈ¾q´¢¸È¾À·h´ Gq(b) ±3²1Ì3±fÂÕ¾äÌfµT·�²Æ¿Æ±f¸

°

¿w¾

°

²[ÂÕ±ÄØÙ¾

°

²[ÒNº¹±

Sq(b) ±3´¶²¡ºh·#´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿�É

°

·

°

É‘¾ÀÂ„¸h± a ±3² b ¸¹¾À·¹´ Gq(b) ÖÞãäµT·¹Ì?µT· ¾ 2 � s � q(b)
±3² S � Hq(b) ÖjY�· ¿¶±fÉ‘¾À¿ÆÒNº¹±•±3·¹´Æº

°

²w±?Ò'ºh±>´

°

µÀ·�¾G¼q¾

°

² ; 6= S \ Sq(b) 6= Sq(b) ÍQÌf±fÂÕ¾

°

É5Ë¹Â

°

ÒNº¹±f¿Æ¾

°

²‰ÒNº¹±•²ÆµTºh²�Ì}è¹±fÉ

°

·«±f·�²Æ¿Æ± a ±3² b ¸¹µ

°

²=ËÈ¾À´Æ´¶±f¿�±3²�ËÈ¾À¿ S ±3²�ËÈ¾À¿ Sq(b) ; ±³²

¸¹µT·hÌ�Ë¹¾À¿ S\ Sq(b) Í�ÒNº

°

´Æ±3¿w¾

°

²y¾ÀÂÕµT¿¶´:º¹·5´ÆÅfË¹¾À¿w¾q²Æ±fº¹¿y±f·�²Æ¿Æ± a ±³² b ´¶²w¿

°

Ì³²w±fÉ5±f·�²

°

·hÌfÂÕºh´

¸È¾À·h´ S ±3² Sq(b) ÖN×‰±fÌ

°

´Æ±f¿Æ¾

°

²1Å3¼

°

¸¹±3É‘É5±f·�²Äº¹·h±àÌfµT·�²w¿Æ¾À¸

°

Ì3²

°

µT·½¾Àº>ØÙ¾

°

²1ÒNº¹± S ±³² Sq(b)

´ÆµÀ·N²�¸¹±3´�´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´�É

°

·

°

É‘¾ÀºW»ÞÖ4Y�·7¾>¸¹µT·¹Ì!´Æµ

°

² S = Sq(b) ÍÈ´Æµ

°

² S \ Sq(b) = ; Ö

¯W°

S = Sq(b) Í‰ÂÃ±7²Æè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±#±f´c²DË¹¿ÆµÀºh¼TÅqÖ

¯W°

S \ Sq(b) = ; ÍLÌfµT·h´

°

¸hÅf¿ÆµÀ·¹´¥º¹·



˜

Ý

Ì}è¹±3É

°

· a = v1; : : : ; vn� 1; vn = bÖ

¯

¾À·¹´�ËÞ±3¿¶²Æ±�¸¹±�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂ

°

²wÅ5µT·®ËQ±fºh²•´Æº¹Ë¹ËQµT´¶±f¿

ÒNº¹± vn� 1 2 Sq(b) Í vn� 1 62Rq(b) ±3²ÄÒNº¹± S ´¶ÅfËÈ¾À¿¶± a ¸¹± vn� 1 Ö'×‰µTÉ5É‘±‰ÂÏÎÔÅf·Nº¹É5Åf¿w¾ ²

°

µÀ·

¸¹±3´•ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´�±f´c²•ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Æ±ÀÍ/Ìf±3Âñ¾

°

É‘ËhÂ

°

ÒNº¹±>ÒNº¹± vn� 1 2 Cl ; 2 � l � q(b) � 1 Ö

¯

µ

°

²

q(vn� 1) = minf l ; vn� 1 2 Clg ÖHíäÂÃµT¿Æ´3ÍÞ´¶º

°

¼q¾À·�²äº¹·#¿w¾

°

´ÆµÀ·¹·¹±fÉ5±f·�²äËÈ¾À¿w¾qÂÕÂÕò3ÂÕ±

�

Ì3±fÂÕº

°

´Æº

°

¼

°

ËQµTº¹¿ q(b) Í“µT·�¼Àµ

°

²�ÒNº¹± vn� 1 2 Rq(vn � 1 ) Ö¢ãä±‘Ë¹ÂÕºh´ S ±3² Sq(vn � 1 ) ´¶µT·�²?²wµÀº¹´

¸¹±3ºW»•´ÆÅ3ËÈ¾À¿w¾ ²w±fºh¿Æ´¢É

°

·

°

É‘¾ÀºW»ä¸¹± a ±3² vn� 1 ÖBY¡·�¿Æ±3ÌfµTÉ5É‘±3·¹Ìf±L¾ÀÂÃµT¿Æ´zÂÃ±y¿Æ¾

°

´¶µT·¹·¹±3É‘±3·�²

Ë¹¿¶ÅfÌfÅ3¸¹±f·�²ä±f·Ó¿¶±fÉ5Ë¹Âñ¾qÌA¾À·�² q(b) ËÈ¾À¿ q(vn� 1) ËQµTº¹¿=É5µT·�²w¿¶±f¿=ÒNº¹±�´¶µ

°

² S = Sq(vn � 1 ))

´Æµ

°

² S \ Sq(vn � 1 ) = ; ÖW×‰µTÉ5É‘±�ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±�¸¹±f´�Ì3Â

°

Ò'ºh±f´y±f´¶²‰ÇÈ·

°

Í

°

ÂQ±•»

°

´¶²Æ±äº¹· q ¸¹¾À·¹´

f 2; : : : ; q(b)g ²w±3ÂzÒNº¹± S = Sq:
H

°

·¹¾ÀÂÕ±3É‘±3·N²fÍWºh·7´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿àÉ

°

·

°

É�¾ÀÂ S ·„ÎÐ±3´¶²‘
Æ¾ÀÉ‘¾

°

´LÅfß�¾qÂ

�

º¹·¹±!ÌfÂ

°

ÒNº¹±¡É‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ±qÖÀô:·5±

õ

±3²AÍ

°

Âh´¶ºhÑ½²y¸¹±àË¹¿Æ±3·¹¸¹¿¶±�ºh·5µÀ¿Æ¸¹¿¶±àËÈ¾À¿¶ØÙ¾

°

² (C1; : : : ; Ck) ¸¹±=Ìf±3ÂÕÂÕ±3´1Ì

°

ÖšY�·

¼

°

±3·N²ä¸¹±�¼Àµ

°

¿�ÒNº„ÎÐ¾ÀÂÕµT¿¶´

°

Â/±³»

°

´c²w± q � 2 ²Æ±fÂ“ÒNº¹± S = Sq: ãäµT·hÌ

°

Â/±•»

°

´¶²Æ± p � q � 1
²w±3ÂÈÒNº¹± S � Cp:

¯W°

S Å3²w¾

°

²Äº¹·h±�Ì3Â

°

ÒNº¹±=É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±‰¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ÄµT·‘¾Àº¹¿w¾

°

²

�

Âñ¾�ØYµ

°

´ S = Cp

±3² S = Cq : ÌfµT·�²Æ¿w¾À¸

°

Ì3²

°

µT·„Ö

Ú

±!²Æè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±¡±f´c²ä¸hµT·¹Ì!É‘µÀ·N²Æ¿ÆÅqÖ

ô:·¹ÌfµT¿¶±�º¹·)ËÞ±3º�¸¹±#¼ÀµWÌf¾ÀÁ¹º¹ÂÕ¾

°

¿¶±#¸¹± ²wèhÅfµT¿

°

±#¸¹±3´DßT¿w¾ÀËhè¹±f´3Ö)ã�·}	��sFE�•��±f´c²Dº¹·

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�ö ÇÈ·

°

±³²½·¹µT·ÛµT¿

°

±3·N²ÆÅGù�ÒNº

°

±f´¶²½Ì3µT·¹·¹±•»W±«±³²½´w¾À·h´>Ì3ê'ÌfÂÃ±ÀÖ_ã�·û´¶µTÉ5É‘±³²•¸„ÎÔº¹·

¾À¿¶Á¹¿Æ±LÒ'º

°

·„ÎÐ¾äÒNº„ÎÔº¹·•¼Tµ

°

´

°

·•±f´c²1º¹·SF³þB>5�W¸h±�ÂÏÎÐ¾À¿ÆÁh¿Æ±ÀÖ

¯W°

µT·•¸

°

´¶²

°

·¹ßTºh±L¸È¾q·¹´1ÂÏÎÐ¾À¿¶Á¹¿Æ±yº¹·

´ÆµÀÉ‘É5±3² r ¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅÍ�‰	

�

ý ÿ��³ÍWÌqÎÐ±3´¶²=º¹·«¾À¿¶Á¹¿Æ±

�

¿w¾ÀÌ

°

·¹±qÍh±3²�ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±�¸¹±¡´¶±f´à´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´

±f´c²•¾ÀÂÕµÀ¿Æ´�´c²w¿ÆºhÌ3²wºh¿ÆÅ½±f·�±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±>ËÈ¾q¿¶²

°

±fÂÃÂÕ±fÉ5±f·�²äµT¿Æ¸¹µÀ·¹·¹Å>ËÈ¾À¿äÂñ¾�¿Æ±3Âñ¾q²

°

µT·7¸„ÎÔµT¿Æ¸¹¿¶±

¸¹Å³ÇÈ·

°

±=¾

°

·¹´

°

â s � s0
´

°

Â—ÎÐºh·

°

ÒNº¹±àÌ}è¹±3É

°

·½¸„ÎÐ±•»'²w¿ÆÅ3É

°

²wÅ3´ r ±3² s0
ÌfµT·�²

°

±f·�² s:
¯W°

s 6= r Í

s ¾5º¹·7ºh·

°

ÒNº¹±¯�
	��•�³ÿJ� 
 (s) ¸¹Å3ÇÈ·

°

Ì3µTÉ‘É5±¡ÂÏÎÔº¹·

°

ÒNº¹±¡¼Tµ

°

´

°

·«¸¹± s ²w±3Â“ÒNº¹± 
 (s) � s:
Ú

±f´!¾ÀºW²w¿Æ±3´¡¼Tµ

°

´

°

·h´¡¸¹± s ´¶µT·�²?¾qÂÕµT¿¶´�¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf´¡´¶±f´

�

�}ü

�

�³ÿ

�

	ÀÿJ�Yü³Ögã�·]¾À¿¶Á¹¿Æ±

�

¿w¾qÌ

°

·h±

¸¹µT·�²[²wµTºh²[´ÆµÀÉ‘É5±3²[¾ 0 µTº

˜

¸¹±f´¶Ìf±3·¹¸È¾À·�²w´:±•»h¾ÀÌ3²Æ±fÉ5±f·�²:±f´c²:¾ÀËhËÞ±3ÂÕÅyº¹·>¾À¿¶Á¹¿Æ±�Ffý ÿa	Àý��•�³Ö

¯

µ

°

²!¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ G = (V; E) º¹·�ßT¿w¾ÀËhè¹±•²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅqÖ~ã�·ñ	��sFE�z�

�

�

�

@

�

þBD8�ÈþGü³ý��ÙýÏþ ÿ¥¸¹±

G ±f´¶²•º¹·�¾q¿ÆÁ¹¿¶±>Á

°

·È¾

°

¿Æ±

�

¿w¾ÀÌ

°

·¹±•¸hµT·�²!ÂÕ±f´ä´ÆµTÉ5É‘±³²w´�´¶µT·�²!¸¹±f´!ËÈ¾q¿¶²

°

±f´�¸h± V ¾G¼À±fÌ

ÂÕ±3´àÌfµT·�²Æ¿w¾

°

·N²Æ±f´=´Æº

°

¼q¾À·�²w±3´

åTÖ

Ú

¾>¿w¾ÀÌ

°

·¹±¡±3´¶² V Ö

˜

Ö

¯W°

ÂÕ±¡´ÆµÀÉ‘É5±3² V0 ±3´¶²�º¹·«ÁÞµÀºh²�¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ V0 ±3´¶²�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÖ

áhÖ

¯W°

ÂÕ±>´ÆµÀÉ‘É5±3² V0 ·„ÎÔ±f´¶²•ËÈ¾q´•ºh·]ÁQµTºh²fÍ„´Æ±3´�¸h±fºW»�¸h±f´ÆÌ3±f·¹¸¹¾À·�²w´ V1 ±3² V2 ´¶µT·�²

²Æ±fÂÕ´àÒNº¹±

(A; S;B) = (V1 n V2; V1 \ V2; V2 n V1)

±3´¶²Lº¹·¹±ä¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·½¸¹± GV0 ; S = V1 \ V2 ±f´¶²Lº¹·�´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿yÉ

°

·

°

É‘¾ÀÂW¸¹±

G ±3² S ·„ÎÔ±f´c²äºh·¹±!ÌfÂ

°

ÒNº¹±¡É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±ä·

°

¸¹± GV1 ·

°

¸¹± GV2 Ö

Ú

ÎÐ±•»

°

´¶²Æ±f·¹Ì3±¡¸„Î ¾qº«É5µ

°

·¹´Lºh·7¾q¿ÆÁ¹¿¶±�¸¹±�¸¹Å3ÌfµTÉ5ËQµT´

°

²

°

µÀ·�ËQµTº¹¿‰²ÆµTºh²�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±ä²w¿

°

¾À·Wç

ßTº¹ÂÃÅ?´¶±>É‘µT·�²Æ¿Æ±?ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÃ±fÉ5±f·�²

�

ËÈ¾q¿¶²

°

¿ä¸¹±>Â—ÎÐ±•»

°

´¶²Æ±f·¹Ì3±>¸„ÎÐ¾Àº É‘µ

°

·¹´�º¹·�µT¿Æ¸¹¿¶±•ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²

±f·�²Æ¿Æ±¡ÂÕ±3´‰Ì3Â

°

ÒNº¹±3´!öY¼Àµ

°

¿‰ÂÕ±¡×‰µÀ¿ÆµTÂÃÂñ¾

°

¿Æ±�ÝhÖÔÜ>Ì

°

¸h±f´Æ´¶µTº¹´wù³Ö^ã�·D¾q¿ÆÁ¹¿¶±�¸¹±¡¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´

°

²

°

µT·

·„ÎÔ±f´c²�ËÈ¾q´5ºh·

°

ÒNº¹±qÍyÉ‘¾

°

´•ÂÕ±¥²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±«´¶º

°

¼q¾À·�²5¸¹µT·h·¹±D¸¹±f´5ÌA¾À¿Æ¾ÀÌ3²ÆÅf¿

°

´¶²

°

ÒNº¹±3´‘Ì3µTÉ½ç

É•º¹·h±f´

�

²wµTº¹´=ÂÃ±f´�¾À¿ÆÁh¿Æ±f´=¸¹±!¸¹Å3ÌfµTÉ5ËQµT´

°

²

°

µÀ·�¸„ÎÔº¹·7É5ÊfÉ5±¡ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±¡²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÖ

jlk
oš\^[nm5pq™J•~i|•~i½Ú

ÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±(¸¹±3´œÁQµTºh²Æ´œ¸„ÎÔº¹·,¾À¿ÆÁh¿Æ±(¸¹±û¸¹ÅfÌ3µTÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·ú¸„ÎÔº¹·

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅäÌfµÀ·¹·¹±³»W±•±f´c²=Åfß�¾ÀÂ

�

Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ± f C1; : : : ; Ckg ¸h±f´=ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´àÉ‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ±3´fÖÄô:·�ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿•²wµTºh²�¾À¿¶Á¹¿Æ±7¸¹±7¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·û¾œÂÕ±«É5ÊfÉ5±«·hµTÉ•Á¹¿¶± k ¸¹±



|5��"
ß�*g(8&'(8ár �/r&I"¼�S,67I,¶��(0/jô  8áû(8&9iÛ&' 2"N�� ÿ��ß'à��)�¼*'�'"5,Eá1,.�)7 ˜

Ž

ÁQµTºh²w´3Í„±3²!ÂÃ±•É5ÊfÉ5±•·¹µTÉ•Áh¿Æ± 2k � 1 ¸¹±½´ÆµTÉ5É‘±³²w´3Ö

¯

µ

°

²�±3·¹´Æº

°

²w± S Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±?¸¹±f´

´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´‘É

°

·

°

É‘¾ÀºW»�¸¹ºûßT¿w¾ÀËhè¹±ÀÖ

†

µq²wµT·¹´5ÂÕ±3´ k � 1 ´¶µTÉ5É‘±³²w´½¸¹±«ÂÏÎÄ¾À¿¶Á¹¿Æ±D¸¹±

¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´

°

²

°

µT·®¾GêT¾À·�²5¸¹±fºW»Û¸¹±f´¶Ìf±f·h¸È¾À·�²w´‘ËÈ¾À¿ V2; : : : ; Vk Í1±³²

�

²wµTºh² j ¾À´Æ´¶µWÌ

°

µT·h´

Sj 2 S ¸¹Å³ÇÈ·

°

Ì3µTÉ‘É5±�Â—Î

°

·N²Æ±f¿¶´Æ±fÌ³²

°

µT·Û¸¹±f´½¸¹±3ºW»(¸¹±3´ÆÌ3±f·¹¸È¾q·N²Æ´‘¸h± Vj : íäÂÃµT¿Æ´?ËÞµTºh¿

²wµÀºh² S ¸¹± S ÂÃ±�·¹µTÉ?Á¹¿Æ±5¸¹± j = 2; : : : ; k ²w±3ÂÕ´�Ò'ºh± Sj = S ±f´c²>ÅfßT¾ÀÂ

�

Âñ¾«É•º¹ÂÃ²

°

ç

Ë¹Â

°

Ì

°

²wÅ�¸¹± S: ô:·�ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿�Ìf±3²!±3·�²

°

±3¿¡·¹±>¸¹Å3ËÞ±3·¹¸�ËÈ¾À´¡¸¹±>Â—Î ¾À¿¶Á¹¿Æ±?ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿�¸¹±

¸¹Å3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´

°

²

°

µT·¥Ì3µT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆÅÀÖ

— \^[B\��˜�<t4b<[�™™•jiÅú!i

¯

µ

°

² (C1; : : : ; Ck) º¹·‘µT¿Æ¸¹¿¶±äËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

²L¸h±äÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ± C ¸h±f´�Ì3Â

°

ÒNº¹±3´

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´¡¸„ÎÐºh·®ßT¿w¾qË¹è¹±‘²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅ>ÌfµT·h·¹±³»W±ÀÍ[´Æµ

°

² S ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±5¸¹±f´?´ÆÅfË¹¾À¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´

É

°

·

°

É�¾Àº'»½¸¹º¥ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±qÍh´Æµ

°

² Hq = C1 [ : : : [ Cq ±³²AÍhËQµTº¹¿ q � 2 ´Æµ

°

²�ÂÃ±ä´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿

É

°

·

°

É�¾ÀÂ Sq = Hq� 1 \ Cq: í�ÂÕµT¿¶´1ËÞµÀº¹¿1²wµTºW² S ¸¹± S ÂÕ±à·hµTÉ•Á¹¿¶±à¸¹± q = 2; : : : ; k ²w±3ÂÕ´

ÒNº¹± Sq = S ±f´¶²=Å3ß�¾ÀÂ

�

ÂÕ¾•É•º¹Âó²

°

ËhÂ

°

Ì

°

²ÆÅ�¸h± S: ô:·7ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿LÌ3±3²�±f·�²

°

±f¿à·¹±¡¸hÅfËQ±f·¹¸

ËÈ¾À´=¸¹±!Â—ÎÐµT¿¶¸¹¿Æ±¡Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²à´Æºh¿ C Ì3µT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆÅÀÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af$š1ð — \^[�\��›�etJbe[B™	•~iëú!i

í�ÂÏÎÔµT¿¶¸¹¿Æ±�Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²¢´¶º¹¿ C µT·½¾À´Æ´¶µWÌ

°

±�Â—Î ¾q¿ÆÁ¹¿¶±

¸¹±:¸¹Å3ÌfµTÉ5ËQµT´

°

²

°

µÀ·�¸¹µT·�²/ÂÕ±3´z´ÆµTÉ5É5±3²w´ƒ´ÆµT·�² V = Hk ; Hk� 1; : : : ; H1 = C1; C2; : : : ; Ck

µ�� Hq ¾½ËQµTº¹¿à¸h±f´ÆÌ3±f·¹¸¹¾À·�²w´ Hq� 1 ±3² Cq:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af/š1ð
j;k

oš\^[Imup%™l•~i|•~i

Y�·!Ë¹¿Æµ'Ìfò3¸¹±:ËÈ¾À¿z¿¶ÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±L´¶º¹¿zÂÕ±1·hµTÉ•Á¹¿¶±

k ¸¹±¡Ì3Â

°

Ò'ºh±f´‰É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±f´fÖW×äÎÔ±f´c²à²w¿

°

¼

°

¾ÀÂQËÞµÀº¹¿ k = 1 ±³²=µT·¥´ÆºhË¹ËÞµÀ´Æ±¡ÂÕ±�¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²�¼'¿Æ¾

°

ËQµTº¹¿„²wµÀº¹´zÂÕ±3´zßT¿w¾ÀËhè¹±f´z²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ3´„ÌfµÀ·¹·¹±³»W±3´¢¾Aê�¾q·N²[¾Àº!Ë¹ÂÃº¹´ k� 1 ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´zÉ‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±f´fÖ

¯

µ

°

²à¾ÀÂÃµT¿Æ´Lº¹·«¾À¿ÆÁh¿Æ±�¸¹±¡¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·�¸¹º¥ßÀ¿w¾ÀË¹èh±�²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ�ÌfµT·¹·h±³»W± G = (V; E)
�

k > 1 Ì3Â

°

Ò'ºh±f´?É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±f´fÖ

Ú

ÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ± V ·„ÎÔ±f´c²•¸¹µT·hÌ�ËÈ¾À´�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²•±3²•¾7¸¹±3ºW»

¸¹±3´ÆÌf±3·¹¸È¾À·�²Æ´ V1 ±3² V2:
¯

µ

°

² S = V1 \ V2 ÂÃ±?´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿�É

°

·

°

É�¾qÂ„ÌfµT¿¶¿Æ±3´ÆËQµT·¹¸È¾À·�²fÖ

Ú

±f´=ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´

°

·¹¸¹º

°

²w´ GVi ´ÆµÀ·N²=²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅf´fÖ

¯W°

C ±f´¶²�º¹·¹±•ÌfÂ

°

ÒNº¹±•É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±ä¸h± GV1 É5µT·�²w¿ÆµÀ·¹´=Ò'ºh±?ÌÀÎÔ±f´c²äºh·¹±?Ì3Â

°

ÒNº¹±!É‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ±•¸¹± G öYËÈ¾À¿ä¸hÅ3ÇÈ·

°

²

°

µT·Ó¸„ÎÔº¹·�¾À¿¶Á¹¿Æ±�¸¹±?¸hÅfÌfµÀÉ‘ËQµT´

°

²

°
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ð7µT·�²w¿¶µT·¹´7Ò'ºh± C1 [ C2 = C:

¯W°

·hµT·

°

Â¡±³»

°

´c²w±3¿w¾

°

²7ºh·¹±�Ì3Â
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¸¹¾À·¹´ S: ×‰µTÉ5É‘±



áTë

s ±3² s0
´¶µT·�²y¾À¸B
Æ¾ÀÌ3±f·�²w´:µÀ·?ØÙ¾ÀÁ¹¿
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°

²yËÈ¾À´
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°

·h¸¹º

°

²�´Æº¹¿ C [ S:
¯W°
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°

²

ÌfµÀÉ‘É5±

°

·�²w±f¿¶´Æ±3Ì3²

°
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¼T±3É‘±3·�²‘²Æ±fÂÕÂÃ±f´>ÒNº¹± v 2 C0 \ C0
0:

Ú

ÎÐº¹·

°

ÒNº¹±DÌ}è¹±fÉ

°

·û¸È¾À·h´5Â—Î ¾q¿ÆÁ¹¿¶±¥¸¹±


¶µT·¹Ì³²

°

µT·�¿Æ±fÂ

°

¾À·�² C0 ±3² C0
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°

²!¸hÅ3ÇÈ·

°

±f´•ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±f´!É�¾

°

´

°

É5Ë¹¿¶µTÂÕµT·hßT±A¾ÀÁhÂÕ±?±3·�º¹·h±‘¸¹Å³ÇÈ·

°

±

ËQµT´

°

²

°

¼À±Gù•Í“±³²•µTº

°

´

°

G ±3´¶²•²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

Ú

±‘Ë¹¿Æ±3É

°

±f¿•¿ÆÅf´¶º¹ÂÃ²w¾q²�±f´¶²?ÂÕ±5Ë¹ÂÕºh´•ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÃ±5¸h±f´

¸¹±3ºW»«±3²=¸¹Å3ËÞ±3·¹¸Ó¸h±•ÂÕ¾>Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·�´¶º

°

¼q¾À·�²w±½â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gfª¨ji|h~i

¯

µ

°

² n º¹·�±3·�²

°

±3¿L±³² A = (aij )1� i;j � n ºh·¹±äÉ‘¾q²w¿

°

¼À±�´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±

ËQµT´

°

²

°

¼À±�²w±3ÂÕÂÕ±äÒ'ºh± aij = 1 ´

°

ji � j j � 1: íäÂÃµT¿Æ´ aij = 1 ËQµTº¹¿�²wµÀº¹´ i ±³² j:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

×äÎÔ±f´c²�²Æ¿

°

¼

°

¾ÀÂ“ËÞµTºh¿ n = 2:
X

µÀº¹¿ n = 3 µT·]¾ detA = � (1 �
a13)2 � 0 ±³²‰¸hµT·¹Ì a13 = a31 = 1:

¯

µ

°

²L¾ÀÂÃµT¿Æ´ n � 4 Çh»WÅÀÖ

†

µTº¹´‰¾ÀÂÕÂÃµT·¹´:É5µT·�²w¿¶±f¿yËÈ¾À¿

¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±¡´¶º¹¿ k Ò'ºh±�ËÞµÀº¹¿y²ÆµTºh² k < n ±³²�ËQµTº¹¿L²ÆµTº¹´ i; j ²Æ±fÂÕ´LÒNº¹± ji � j j � k µT·�¾

aij = 1: ×äÎÐ±3´¶²‰ÂÏÎÔèNê'ËQµÀ²wèhòf´Æ±�ËQµTº¹¿ k = 1:
¯W°

¼'¿w¾

°

ËÞµTºh¿ k < n � 1 ´Æµ

°

² j = i + k + 1:
×‰µT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆµT·h´“ÂÕ¾àÉ�¾q²Æ¿

°

Ìf±1±•»W²Æ¿w¾

°

²w±Ä¸¹± A ØYµT¿ÆÉ5Åf±:¸h±f´“Â

°

ßÀ·¹±f´„±³²“ÌfµTÂÃµT·¹·¹±3´ i; i + k; j: ô:ÂÕÂÃ±

±f´c²äËQµT´

°

²

°

¼T±¡¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ±•áhÖHã?ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´�ÂÏÎÔè�êWËQµÀ²Æè¹òf´¶±�¸¹±!¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf± ai;i + k = ai + k;j = 1 ±³²

Âñ¾�¸

°

¾qßTµT·È¾ÀÂÃ±L±3´¶²àå¡â ¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´:ÂÕ±LÌA¾À´¢¸¹Å6


�

Å³²wº¹¸

°

Å n = 3 µT·>¾ aij = 1 ±3²:ÂÕ¾�¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±

±f´c²�Å³²w±f·h¸¹º¹±ÀÖÞô:·#ÂÏÎÐ¾ÀË¹ËhÂ

°

ÒNºÈ¾q·N²

�

k = n � 1 Ì3±fÂñ¾>²w±3¿ÆÉ

°

·¹±!ÂÕ¾5¸¹Å3É‘µÀ·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·«¸¹±•Âñ¾

Ë¹¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·ƒÖ

jlk
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¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·?ßT¿w¾ÀËhè¹±‰·¹µÀ·?²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅy¾A¼T±3Ì V = f 1; : : : ; ng:
íäÂÃµT¿Æ´àµÀ·7ËQ±fºh²�Ì}è¹µ

°

´

°

¿àº¹·¹±•É�¾ ²w¿

°

Ìf±¡´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±

°

·¹ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃò3²Æ± A ¾À´Æ´¶µWÌ

°

Åf±

�

G ²w±3ÂÕÂÃ±

ÒNº¹± AC ´¶µ

°

²¢ËÞµT´

°

²

°

¼T±¡öÙ¿Æ±3´ÆËQ±fÌ³²

°

¼À±fÉ5±f·�²=âT¸¹Å³ÇÈ·

°

±�ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±Gù[ËQµTº¹¿¢²ÆµTºh²Æ±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±�É‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ± C ±³²à´Æµ

°

²L·¹µT·�Ë¹¿¶µTÂÕµÀ·¹ßT±A¾qÁ¹ÂÕ±�±f·¥º¹·h±�É�¾ ²w¿

°

Ìf±�´¶ê'É5Å3²w¿

°

ÒNº¹±�ËQµT´

°

²

°

¼T±?öÙ¿¶±f´ÆËQ±fÌ³²

°

ç

¼T±3É‘±3·�²?â¹¸hÅ3ÇÈ·

°

±!ËÞµT´

°

²

°

¼T±Aù³Ö

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i2X

º

°

´ÆÒNº¹± G ±f´c²>·¹µT·Û²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅÀÍ

°

Ây±³»

°

´c²w±¥¸¹µÀ·¹Ì�º¹·(Ì3ê'Ì3ÂÕ±�´Æ¾À·¹´

ÌfµÀ¿Æ¸¹±(¸¹±(ÂÕµÀ·¹ßTº¹±3º¹¿ p � 4:
¯

¾q·¹´�ËÞ±3¿¶²w±(¸¹±(ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂ

°

²wÅÛµT·ø´¶º¹Ë¹ËQµT´Æ±ûÒNº¹±
ÌqÎÐ±3´¶²

(1; 2; : : : ; p;1):
X

¿Æ±3·¹µT·¹´�¾ÀÂÃµT¿Æ´�ÂÕ¾¥É�¾q²Æ¿

°

Ìf±•´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±

°

·¹ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃò3²Æ± A ¸¹Å3ÇÈ·

°

±½ËÈ¾À¿

ai;i +1 = 1 ËQµTº¹¿ i = 1; 2; : : : ; p � 1 Í a1;p = � 1 aii = 1 ËQµTº¹¿ i = 1; 2; : : : ; n ±3²

aij = 0 ËÞµTºh¿�ÂÃ±!¿Æ±f´c²w±•¸¹±

~E: íäÂÕµÀ¿Æ´ A ´w¾q²

°

´cØÙ¾

°

²àÂÃ±f´�è�êWËQµÀ²Æè¹òf´¶±f´ä¸hº7²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±•¸¹¾À·¹´

ÂÕ±�ÌA¾À´�ËÞµÀ´

°

²

°

ØkÖHô:· ±

õ

±3²fÍƒËQµTº¹¿�²wµTºh²Æ±?Ì3Â

°

ÒNº¹± C ¾ÀÂÕµT¿¶´ C \ f 1; 2; : : : ; pg ¾ 0; 1 µÀº 2
ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´3Ö

¯W°

ÌqÎÐ±3´¶² 0 µTº(å½¾ÀÂÃµT¿Æ´ AC ±f´¶²!ºh·¹±½É�¾q²Æ¿

°

Ìf±

°

¸¹±f·�²

°

²wÅ?±3²!±f´c²•ËÞµT´

°

²

°

¼T±qÖ

¯W°

ÌÀÎÔ±f´c²

˜

ÍÈ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´

AC = diag(

"
1 �
� 1

#

; 1; : : : ; 1)

¾A¼T±3Ì � = � 1 ´

°

f 1; pg ±f´c²

°

·¹ÌfÂÃº¹´¡¸È¾À·h´ C ±³² � = 1 ¸È¾À·h´�ÂÃ±f´!¾Àºh²Æ¿Æ±3´�Ìf¾À´fÖ AC ±f´c²

¸¹µT·hÌ•±3·¹ÌfµÀ¿Æ±!ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±¡¸È¾À·¹´=Ìf±•ÌA¾q´fÖ

¯

Î

°

Â�±•»

°

´¶²w¾

°

²½º¹·ûË¹¿¶µTÂÕµT·hßT±fÉ5±f·�²½ËQµT´

°

²

°

ØkÍ¢¾ÀÂÕµÀ¿Æ´>¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´½Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·ûŽhÖ

˜

µT·

¾Àº¹¿Æ¾

°

² aij = 1 ËQµTº¹¿•²wµTºh´ 1 � i; j � p; Ìf±�ÒNº

°

±f´c²?ØÙ¾ÀºW»œËQµTº¹¿ i = 1 ±3² j = p:
ô:·¹´Æº

°

²w±qÍhËQµTº¹¿y²w¿w¾

°

²w±3¿‰ÂÃ±äÌA¾q´�¸¹Å3Ç¹·

°

ËQµT´

°

²

°

ØkÍ'Ì3µT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆµT·¹´‰Âñ¾�É5ÊfÉ5±äÉ‘¾q²Æ¿

°

Ì3±

°

·¹ÌfµÀÉ½ç

Ë¹ÂÃò3²w± A ±3² A � = A + �I n ¾A¼T±fÌ � > 0: íäÂÃµT¿Æ´¢ÂÕ±f´ (A � )C ´ÆµT·�²Ä¸¹Å³ÇÈ·

°

´:ËÞµT´

°

²

°

ØY´fÖ

¯W°

ËÞµTºh¿

²wµÀºh² � > 0 A � Å³²}¾

°

²?Ë¹¿¶µTÂÕµÀ·¹ßT±A¾qÁ¹ÂÕ±½±f·Ûºh·¹±�É‘¾q²w¿

°

Ì3±‘´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±�¸¹Å³ÇÈ·

°

±�ËÞµT´

°

²

°

¼T±



áÀÜ

B � ¾qÂÕµT¿¶´fÍ“ËÈ¾À¿•Ì3µTÉ‘Ë¹¾ÀÌ

°

²wÅ�ö ¼Tµ

°

¿

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·�ŽhÖóå¥ËÈ¾À¿c²

°

±#åOù³Í[µT·ÛËQµTº¹¿Æ¿Æ¾

°

²�²w¿¶µTºh¼T±3¿

º¹·¹±D´¶º

°

²Æ± � n ²w±3·¹¸È¾À·�²½¼T±3¿Æ´‘ë�²Æ±fÂÕÂÃ±�ÒNº¹± B � n Ì3µT·�¼T±3¿ÆßT±D¼T±3¿Æ´5º¹·¹±DÉ�¾ ²w¿

°

Ìf± B; Ò'º

°

Å3¼

°

¸¹±fÉ5É‘±3·�²?Ë¹¿¶µTÂÕµÀ·¹ßT± A ±3²?±f´c²•´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±‘ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±ÀÖrY�·Û¾«¼'ºÛÒNº„ÎÔº¹·�²w±3Â B ·¹±

ËQ±fºh²�±³»

°

´¶²w±3¿=±3²=Âñ¾>Ë¹¿¶±fÉ

°

ò3¿Æ±¡ËÈ¾À¿c²

°

±¡±f´¶²�¸¹µÀ·¹Ì!É‘µT·�²Æ¿ÆÅf±qÖ

X

µTºh¿“Å³²wº¹¸

°

±f¿zÂÕ¾�É‘Ê3É‘±¢Ò'ºh±f´¶²

°

µT·•¸È¾À·h´zÂÕ±:ÌA¾q´zµ�� G ±f´c²z²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅÀÍ3·¹µTº¹´/Å3·¹µT·¹Ì3µT·¹´

É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�²�ºh·¹±

°

É5ËÞµÀ¿¶²}¾q·N²Æ±7Ëh¿ÆµTË¹¿

°

Å³²wÅ#¸¹±3´¥ßT¿w¾qË¹è¹±f´�²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅf´‘¸¹º¹±

�

Ú

º¹±«�À±f¿3Í

x=µT´Æ±!±3²)�[¾À¿�
Æ¾À·®ökå•ŽG€ÀæTù³Ö

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf�¨~iÅú!i

¯

µ

°

² G = (V; E) ±³² G0 = (V; E 0) ¸¹±fº'»½ßT¿w¾qË¹è¹±f´:²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅf´1´¶º¹¿

ÂÕ±¡É5ÊfÉ5±!±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ± V ¸¹±•´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´�²w±fÂÃ´�ÒNº¹± E � E 0: íäÂÃµT¿Æ´=µT·«ËQ±fºh²�²w¿¶µTºh¼T±3¿�ºh·¹±

´Æº

°

²w±¡Ì3¿Æµ

°

´Æ´Æ¾À·�²w± E = E0 � E1 � � � � Es = E 0
²w±3ÂÕÂÕ±äÒ'ºh±•ËQµTº¹¿�²ÆµTºh² i = 1; : : : ; s ÂÕ±

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹± Gi = (V; E i ) ´Æµ

°

²�²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅä±3² E i n E i � 1 ´¶µ

°

²=¿¶Åf¸¹º

°

²

�

º¹·¹±!´Æ±3º¹ÂÕ±•¾À¿¶Ê3²w±qÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i'w

µ

°

Ì

°

Âñ¾®¸¹Å3É‘µÀ·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·)¸¹±

Ú

¾Àº¹¿

°

²Æìf±f·,ökå•Ž�ŽTæ�ù•Ö)Y�·)Ë¹¿Æµ'Ìfò3¸¹±

ËÈ¾À¿½¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf±7´Æº¹¿½ÂÕ¾ ²w¾

°

ÂÃÂÕ± n ¸¹± V ±f·
´Æº¹Ë¹ËQµT´Æ¾À·�²�ÂÃ±«¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²>¼'¿w¾

°

ËQµTº¹¿•²wµÀº¹´

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´?²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ3´

�

n � 1 ´¶µTÉ‘É5±3²Æ´fÍ“±3²>µÀ·ÛÂÕ±�É5µT·�²w¿¶±�É‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²?ËÞµTºh¿ n: érÂ

´ÆºWÑ5²DÅ³¼

°

¸¹±3É‘É5±f·�²D¸¹± É5µT·�²w¿¶±f¿¥ÂÏÎÔ±³»

°

´¶²w±3·¹Ìf± ¸h± E1: ×‰µÀÉ‘É5± G = (V; E) ·„ÎÐ±3´¶²

ËÈ¾À´«ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²fÍ�ÂÕ±�ÂÕ±3É‘É5± ¸¹±œã

°

¿Æ¾ÀÌ
ö

Ú

±fÉ5É5±�æhÖÃåGù¥ßT¾À¿w¾À·�²

°

²DÂÏÎÔ±³»

°

´¶²w±3·¹Ìf±œ¸¹±]¸¹±fºW»

´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´“´

°

É5Ë¹Â

°

Ì

°

¾ÀºW» u ±3² v ·hµT·?¾q¸B
Æ¾ÀÌf±3·�²w´fÖÀ×‰µT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆµT·h´¢¾ÀÂÃµT¿Æ´/ÂÃ±f´/ÒNºÈ¾q²w¿¶±LßÀ¿w¾ÀË¹èh±f´

Gu; G0
u; Gv; G0

v
°

·¹¸¹º

°

²w´•Ë¹¾À¿ G ±3² G0
´Æº¹¿ V n f ug ±3² V n f vg:

¯W°

Gu = G0
u ±³²

Gv = G0
v; ÌqÎÐ±3´¶²?¸

°

¿¶±5ÒNº¹± G ±3² G0
·¹±5¸

°Ãõ

Åf¿Æ¾

°

±3·�²�ÒNº¹±5ËÈ¾À¿•ÂÏÎÐ¾À¿¶Ê3²w± f u; vg:
¯W°

·¹µÀ·„Í

´ÆºhË¹ËÞµÀ´ÆµT·¹´‰ËÈ¾À¿‰±•»W±fÉ5Ë¹ÂÕ± Gu 6= G0
u:

Ú

ÎÐè�ê'ËQµÀ²wè¹ò3´Æ±¡¸¹±ä¿ÆÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±5öÙ¿Æ¾ÀË¹ËQ±fÂÕµÀ·¹´‰ÒNº„ÎÔº¹·

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±

°

·¹¸¹º

°

²½¸„ÎÐºh·
ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±¥²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅ�±f´c²5²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅGù�±3·�²w¿w¾B9ñ·¹±D¾ÀÂÃµT¿Æ´>Â—ÎÐ±•»

°

´¶²Æ±f·¹Ì3±

¸„ÎÔº¹·¹±•¾À¿¶Ê3²w± f w; tg ¸¹± G0
u ·¹µT·«´

°

²Æº¹Åf±!¸È¾q·¹´ Gu ²w±3ÂÕÂÕ±äÒ'ºh±�ÂÃ±¡ßT¿w¾ÀËhè¹±

G0 = (V n f ug; EV nf ug [ ff w; tgg

´Æµ

°

²:²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÖN×‰µTÉ5É‘± u ±f´¶²L´

°

É‘ËhÂ

°

Ì

°

¾ÀÂ'¸È¾À·h´ G Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ± S ¸h±�´¶±f´y¼Tµ

°

´

°

·h´y¸¹¾À·¹´

G ±3´¶²�ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²fÖ

X

¾À¿=Ì3µT·¹´ÆÅ3ÒNº¹±f·�²�ÂÕ¾•ËÈ¾À¿c²

°

²

°

µT·¥Ëh¿ÆµTË¹¿¶±¡¸¹± V ´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±

V n (S [ f ug); S;f ug)

¸¹Å³ÇÈ·

°

²=ºh·¹±!¸¹ÅfÌ3µTÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·¥¸¹º«ßT¿w¾qË¹è¹±

G1 = (Vn; E [ ff w; tgg)

ÒNº

°

±3´¶²=¸¹µT·hÌ¡¸¹ÅfÌ3µTÉ‘ËQµT´Æ¾ÀÁ¹ÂÕ±qÍhµTº¥²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅ�¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´=ÂÕ±8�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±!æhÖÐáhÖ

Ú

¾•Ë¹¿¶µTËÞµÀ´

°

ç

²

°

µT·¥±f´c²�¸¹µT·¹Ì!É5µT·�²w¿ÆÅ3±ÀÖ

jlk
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¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·ÛßT¿Æ¾ÀË¹è¹±5²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ‘¾G¼À±fÌ V = f 1; : : : ; ng:
íäÂÃµT¿Æ´�ËQµTº¹¿=²wµTºh²Æ±?É‘¾q²w¿

°

Ì3±•´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±

°

·¹ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃò3²w± A ¾À´Æ´¶µWÌ

°

Åf±

�

G ²w±3ÂÕÂÃ±•ÒNº¹± AC

´Æµ

°

²LËÞµT´

°

²

°

¼T±•öÙ¿¶±f´ÆËQ±fÌ³²

°

¼T±fÉ5±f·�²!â'¸¹Å3Ç¹·

°

±�ËQµT´

°

²

°

¼T±AùÄËQµTº¹¿y²wµTºh²Æ±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±�É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ± C;
°

ÂH±•»

°

´¶²Æ±�º¹·¹±�É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±�´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹± B ÒNº

°

Âñ¾�Ëh¿ÆµTÂÃµT·¹ßT±�±3²�´Æµ

°

²‰ËQµT´

°

²

°

¼T±>öY¿Æ±3´ÆËQ±fÌ3²

°

¼À±³ç

É5±f·�²!âÈ¸¹Å3Ç¹·

°

±!ËQµT´

°

²

°

¼À±Gù•Ö

Ú

ÎÐ±•»W±fÉ5Ë¹ÂÕ±�ŽhÖóå

°

ÂÕÂÃº¹´¶²Æ¿Æ±�Ì3±•²Æè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±‘â

°

Âƒê«¾½Ü‘Ì3Â

°

ÒNº¹±3´=É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´ Ci = f i; i + 1g
¾A¼T±3Ì i = 1; 2; 3; 4 ±³²�ÂÃ±f´àÉ‘¾q²w¿

°

Ì3±f´

ACi =

"
i i
i i + 1

#
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á�ï

´ÆµÀ·N²�¸¹Å³ÇÈ·

°

±f´=ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±f´fÖHã�µT·¹Ì!ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ± A ¸¹±!Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·œŽhÖóå•±3´¶²�·¹µT·D¼

°

¸¹±qÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

Ú

±àßT¿w¾ÀËhè¹± G ±3´¶²Ä¸¹µT·hÌ�²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅÀÖqã�¾À·h´yÂÕ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·>æhÖÁŽ�·¹µTºh´yËh¿Æ±f·hµT·¹´ G0 =
(V; E 0) ÌfµÀÉ‘É5±•ÂÕ±?ßT¿w¾ÀËhè¹±>ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÖ

†

µÀº¹´!É‘µT·�²Æ¿ÆµT·¹´äÂÕ±•¿¶Åf´ÆºhÂÃ²}¾ ²

˜

ùä¸¹º ²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±

ËÈ¾À¿•¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±�´¶º¹¿?ÂÕ¾D²w¾

°

ÂÃÂÕ± k ¸¹± E 0 n E:
¯W°

k = 0 ÌÀÎÔ±f´c²•²w¿

°

¼

°

¾ÀÂ—Ö

¯

ºhË¹ËÞµÀ´ÆµT·¹´?ÂÕ±

¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²“¼'¿w¾

°

ËQµTº¹¿ k� 1 Í ¸hµT·¹Ì‰±3·•ËÈ¾À¿c²

°

Ìfº¹Â

°

±f¿/ËQµTº¹¿“ÂÕ±yßT¿w¾qË¹è¹± G1 ¸¹±LÂñ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·

ÝhÖÔÜ¹Ö

†

µÀ²wµT·h´�Ë¹¾À¿ f u; vg ÂÏÎÔº¹·

°

Ò'ºh±�¾q¿ÆÊ3²Æ±¡¸¹± G1 Ò'º

°

·ƒÎÐ±3´¶²�ËÈ¾À´=¸È¾À·h´ G:
†

µTºh´“É5µT·�²w¿¶µT·¹´„¸ƒÎ ¾ÀÁQµT¿¶¸•ÒNº„Î

°

Â ê!¾�º¹·¹±Ä±³²/º¹·¹±:´Æ±3º¹ÂÕ±ÄÌ3Â

°

ÒNº¹±¢É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±[¸hº•ßÀ¿w¾ÀË¹èh±

G1 ÒNº

°

ÌfµÀ·N²

°

±3·N²�Â—Î ¾À¿¶Ê3²Æ± f u; vg:
¯

Î

°

Âƒê¥±3·#¾A¼q¾

°

²

˜

ÍÈ¸

°

´¶µT·¹´ C ±3² C0; 
¶±�¸

°

´àÒNº„Î ¾qÂÕµT¿¶´

C [ C0
´Æ±3¿w¾

°

²:ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÍq±3²:¸hµT·¹Ì=Ë¹º

°

´ÆÒNº¹± C ±3´¶²ÄÉ‘¾ »

°

É‘¾ÀÂ C = C0:
¯

µ

°

²1¸¹µÀ·¹Ì z 2 C
±3² z0 2 C0; ±3²LÉ5µT·�²w¿ÆµÀ·¹´LÒNº¹± f z; z0g ±3´¶²Lº¹·¹±�¾À¿ÆÊ³²w±�¸¹± G1:

¯W°

(z; u; z0; v) ±f´c²LØYµÀ¿ÆÉ5Å

¸¹±¥Ü ËQµ

°

·�²Æ´>¸

°

´c²

°

·hÌ3²w´3Í1¾ÀÂÃµT¿Æ´

°

ÂÃ´?ØYµT¿ÆÉ5±f·�²>ºh·ûÌ³ê'ÌfÂÕ±qÍ1ÌA¾q¿ f z; ug f u; z0g f z0; vg ±³²

f v; zg ´ÆµT·�²�¸h±f´à¾À¿¶Ê3²Æ±f´‰¸h± G1:
Ú

Î ¾À´c²wº¹Ì3±�±f´c²àÒNº¹±äÌ3±�Ì3ê'Ì3ÂÕ±ä¸h± G1 ±f´¶²�¾Àº¹´¶´

°

ºh·�Ì3ê'ÌfÂÃ±

¸¹± G:
Ú

±•ßT¿w¾qË¹è¹± G Å3²w¾À·�²�²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÍHÂÕ±•¸

°

²äÌ3ê'ÌfÂÃ±>¾�¸¹µT·hÌ?º¹·¹±?ÌfµT¿¶¸¹±•¸È¾À·h´ G Ö„×‰±

·¹±�ËÞ±3ºh²�Ê³²w¿Æ± f u; vg ÒNº

°

·„ÎÔ±f´¶²‰ËÈ¾À´�¸¹¾À·¹´ E: ×äÎÔ±f´c²�¸¹µÀ·¹Ì f z; z0g ÒNº

°

±3´¶²�ÂÕ¾•Ì3µT¿Æ¸h±ÀÍh±³²

±f´c²!º¹·¹±½¾À¿¶Ê3²Æ±>¸¹± G ±³²¡¸¹µT·hÌ>¸¹± G1: ã�¾À·¹´¡ÂÃ±?ÌA¾q´¡µ�� (z; u; z0; v) ·ƒÎÐ±3´¶²!ËÈ¾À´�ØYµÀ¿ÆÉ5Å

¸¹±!Ü½ËÞµ

°

·�²w´à¸

°

´¶²

°

·¹Ì³²w´fÍÈÂÕ¾•¸

°

´¶Ìfº¹´¶´

°

µT·7±3´¶²=²w¿

°

¼

°

¾qÂÕ±ÀÖ

¯

µ

°

² C0 ÂÕ¾«Ì3Â

°

Ò'ºh±�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±•Ì

°

¸¹±3´Æ´¶º¹´•ÌfµÀ·N²Æ±f·È¾q·N² f u; vg:
¯

¾À·¹´�ËÞ±3¿¶²w±‘¸¹±�ßÀÅ³ç

·¹Å3¿w¾ÀÂ

°

²wÅ>·hµTº¹´!´Æº¹ËhËÞµT´¶µT·¹´ u = 1; v = 2 ±³² C0 = f 1; 2; : : : ; m + 2g:
†

µTº¹´�¾A¼TµT·h´

´ÆºhË¹ËÞµÀ´ÆÅ•ÂÕ±!¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²=¼'¿w¾

°

ËQµTº¹¿ G1 ÍÈÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿¶±¡ÒNº¹±�´

°

A1 ±3´¶²�º¹·¹±•É‘¾q²w¿

°

Ìf±¡´cê'É‘Å•ç

²w¿

°

ÒNº¹±

°

·hÌfµTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±!¾À´¶´Æµ'Ì

°

Åf±

�

G1 ²Æ±fÂÃÂÕ±¡ÒNº¹± (A1)C ±3´¶²�ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±5öÙ¿Æ±3´ÆËQ±fÌ³²

°

¼À±fÉ5±f·�²•â

¸¹Å³ÇÈ·

°

±äËÞµT´

°

²

°

¼T±AùLËQµTº¹¿‰²ÆµTºh²w±äÌfÂ

°

ÒNº¹±äÉ‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±=¸¹± G1 ÍÈ¾qÂÕµT¿¶´

°

ÂQ±³»

°

´¶²w±¡ºh·¹±�É‘¾q²w¿

°

Ìf±

B ´¶ê'É5Å3²w¿

°

ÒNº¹±=ËQµT´

°

²

°

¼À±!öÙ¿¶±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3É‘±3·N²�âT¸¹Å³ÇÈ·

°

±àËÞµT´

°

²

°

¼T±Aù¢ÒNº

°

ÂÕ¾�Ë¹¿ÆµTÂÃµT·¹ßT±qÖ

†

µTº¹´

ËÈ¾À¿c²wµT·h´y±3·¹´Æº

°

²w±=¸„ÎÔº¹·¹±=É‘¾q²w¿

°

Ì3± A ´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±à¾À´¶´Æµ'Ì

°

Åf±

�

G öY²Æ±fÂÕÂÃ±�ÒNº¹±

AC ±f´¶²äËÞµÀ´

°

²

°

¼À±�µTº7¸¹Å3Ç¹·

°

±�ËÞµT´

°

²

°

¼T±!ËQµTº¹¿�²wµTºh²Æ±�Ì3Â

°

Ò'ºh±�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±¡¸h± G ù�±³²ä·hµTº¹´

¸¹±³¼TµT·¹´•ÂÏÎÔÅ3²Æ±f·¹¸h¿Æ±

�

º¹·¹±>É‘¾q²w¿

°

Ì3± A1 ´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±

°

·¹ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃò3²w±?¾À´Æ´¶µWÌ

°

Å3±

�

G1 ²w±3ÂÕÂÕ±

ÒNº¹± (A1)C ±3´¶²!ËQµT´

°

²

°

¼T±?µÀº ¸¹Å3ÇÈ·

°

±>ËQµT´

°

²

°

¼À±?ËQµTº¹¿ä²ÆµTºh²Æ±•ÌfÂ

°

ÒNº¹±?É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±•¸h± G1:
×‰±fÂÕ¾5´

°

ßT·

°

ÇÈ±!ÒNº¹±ÀÍQÅ3²w¾À·�²ä¸hµT·¹·¹Å3´�º¹·h±?É‘¾q²w¿

°

Ìf±¡ËQµT´

°

²

°

¼T±!´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹± C ¸„ÎÔµT¿Æ¸¹¿¶± m Í

¸¹±3ºW»�¼T±3Ì3²w±3º¹¿Æ´�ÌfµTÂÃµT·¹·¹±3´ b(1)
±3² b(2)

¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ± m ±³²•¸¹±fºW»]·hµTÉ•Á¹¿¶±f´ a11 ±3² a22 ²Æ±fÂÃ´

ÒNº¹±•ÂÕ±f´à¸h±fºW»«É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�ËÈ¾q¿�ÁhÂÕµ'Ìf´à¸„ÎÔµT¿Æ¸h¿Æ± m + 1 ´Æº

°

¼q¾À·�²w±f´

B1 =

"
a11

tb(1)

b(1) C

#

; B2 =

"
a22

tb(2)

b(2) C

#

´Æµ

°

±f·�²[ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±f´fÍ ¾ÀÂÃµT¿Æ´

°

Â�±3´¶²¢ËÞµT´¶´

°

Á¹ÂÕ±y¸¹±Ä²w¿ÆµÀºh¼T±3¿¢º¹·•·hµTÉ•Á¹¿¶± a12 ²Æ±fÂ'Ò'ºh±‰Âñ¾=É‘¾q²w¿

°

Ìf±

¸„ÎÔµT¿Æ¸h¿Æ± m + 2 ´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±

B =

2

6
4

a11 a12
tb(1)

a12 a22
tb(2)

b(1) b(2) C

3

7
5

´Æµ

°

²=ËQµT´

°

²

°

¼À±�µTºD¸¹Å³ÇÈ·

°

±!ËQµT´

°

²

°

¼T±ÀÖ

Ú

¾>É‘¾q²w¿

°

Ì3±

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w± A1 ¾q´Æ´Æµ'Ì

°

Åf±

�

G1 ¾

°

·¹´

°

ÌfµÀ·¹´¶²Æ¿Æº

°

²w±•¾qº¹¿w¾5ÂÕ±f´�Ë¹¿¶µTË¹¿

°

Å3²ÆÅf´�¼ÀµTº¹ÂÃº¹±f´3Öƒô:· ±

õ

±3²fÍÞ´

°

C ±3´¶²¡º¹·h±?ÌfÂ

°

ÒNº¹±•É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±

¸¹± G1 ¾ÀÂÃµT¿Æ´�µTº®Á

°

±f·®±3ÂÕÂÃ±‘Ì3µT·�²

°

±3·�² f u; vg ±³²•¸¹µT·hÌ C = C0 ±3² (A1)C = B: Y�º



áTæ

Á

°

±f·#±3ÂÕÂÕ±!·¹±?ÌfµT·�²

°

±f·�²�Ë¹¾À´ f u; vg ±3²�ÌqÎÐ±3´¶²!¸¹µÀ·¹Ì•¾Àºh´Æ´

°

º¹·¹±•Ì3Â

°

Ò'ºh±�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±¡¸h± G
±3²�¸¹µÀ·¹Ì (A1)C = AC ±f´c²�ËÞµT´

°

²

°

¼T±¡µÀº7¸¹Å³ÇÈ·

°

±¡ËÞµT´

°

²

°

¼T±¡Ë¹¾À¿=èNê'ËQµÀ²wèhòf´Æ±•´Æºh¿ A:
¯

¾À·¹´ÄËQ±f¿c²w±=¸¹±=ßTÅf·hÅf¿w¾qÂ

°

²ÆÅ�µT·5ËÞ±3ºh²y´Æº¹ËhËÞµT´¶±f¿ C ¸

°

¾ÀßTµT·È¾qÂÕ±¡öY´

°

·¹µT·„Í�É•ºhÂÃ²

°

Ë¹Â

°

±f¿ B
¸¹±�Ì}èÈ¾ÀÒNº¹±�Ì3µÀ²wÅ�ËÈ¾À¿yº¹·¹±�É�¾ ²w¿

°

Ìf± diag(1; 1; U) ¾A¼À±fÌ U Á

°

±f·5Ì}è¹µ

°

´

°

¸¹¾À·¹´yÂÕ±�ßT¿ÆµTºhËÞ±

µT¿c²wè¹µTßÀµT·È¾ÀÂz¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ± m:
¯'°

C = diag(c1; c2; : : : ; cm ); ´w¾À·¹´�ËÞ±3¿¶²Æ±�¸¹±�ßTÅf·hÅf¿w¾qÂ

°

²ÆÅ!µT·

ËQ±fºh²?´Æº¹Ë¹ËQµT´¶±f¿•ÂÃ±f´ ci > 0 öÙÌA¾q¿�´

°

ci = 0 Í[¾ÀÂÕµT¿¶´ b(1) i = b(2)
i = 0 Ë¹º

°

´ÆÒNº¹± B1 ±³²

B2 ´ÆµÀ·N²•ËÞµT´

°

²

°

¼T±3´}ù•Ö_Y�·(ÅfÌf¿

°

²>ËQµTº¹¿?´

°

É5Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿ B ËÈ¾q¿•Á¹ÂÕµ'Ì3´fÍ1¾A¼À±fÌ¥¸¹±3´5·hµÀ²}¾q²

°

µT·h´

Å3¼

°

¸¹±f·�²w±3´fÍÈ±³²=µT·DÂÏÎÔÅfÌf¿

°

²àÌ3µTÉ5É‘±�º¹·DË¹¿Æµ'¸¹º

°

²à¸¹±¡²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹Âñ¾

°

¿Æ±3´L±³²=¸¹±¡¸

°

¾qßTµT·È¾ÀÂÃ±äËÈ¾q¿

Á¹ÂÃµWÌ3´¡â

B =

"
� t �
� C

#

=

"
I 2

t � C � 1

0 I m

# "
� � t � C � 1� 0

0 C

# "
I 2 0

C � 1� I m

#

:

érÂ[±3´¶²äÌfÂñ¾

°

¿=¾ÀÂÃµT¿Æ´�ÒNº¹± B ±3´¶²äËÞµT´

°

²

°

¼T±!µTºÓ±f´¶²ä¸¹Å³ÇÈ·

°

±•ËQµT´

°

²

°

¼À±�±3·#É5ÊfÉ5±•²Æ±fÉ5Ë¹´

ÒNº¹±

� � t � C � 1� =

2

6
4

a11 �
P m

i=1
(b(1)

i )2

ci
a12 �

P m
i=1

b(1)
i b(2)

i
ci

a12 �
P m

i=1
b(1)

i b(2)
i

ci
a22 �

P m
i=1

(b(2)
i )2

ci

3

7
5 ö;ŽhÖ

˜

ïÀù

x�¾qË¹ËÞ±3ÂÕµT·h´?¾ÀÂÃµT¿Æ´•º¹·¹±‘ØYµT¿ÆÉ•ºhÂÕ±5ÌfÂñ¾q´Æ´

°

ÒNº¹±�¸„ÎÐ¾ÀÂÃßTòfÁ¹¿¶±‘Â

°

·¹Åf¾

°

¿¶±½Ò'º

°

´Æ±�¸¹ÅfÉ5µT·�²w¿¶±

ËÈ¾À¿à¿¶ÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±�´¶º¹¿ m â

det

2

6
6
6
6
6
6
4

a b1 b2 : : : bm

b1 c1 0 : : : 0
b2 0 c2 : : : 0
: : : 0 : : : : : : 0
bm 0 0 : : : cm

3

7
7
7
7
7
7
5

= c1 : : : cm (a �
mX

i =1

b2
i

ci
): ö;ŽhÖ

˜

æTù

×‰±3²¶²w±¥ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±‘É‘µÀ·N²Æ¿Æ±¥ÒNº¹±DÂÕ±3´>ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´>¸

°

¾ÀßTµT·¹¾ÀºW»�¸¹± åGëhÖÔÜ�Ý�ù�´¶µT·�² � 0 ´

°

B1

±3² B2 ´ÆµT·�²¡¸h±f´¡É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´�ËQµT´

°

²

°

¼T±3´fÍƒ±³²¡ÒNº„Î

°

ÂÕ´�´ÆµT·�² > 0 ´

°

B1 ±3² B2 ´¶µT·�²¡¸¹Å³ÇÈ·

°

±3´

ËQµT´

°

²

°

¼À±f´3Ö

X

¾q¿5Ì3µT·¹´¶ÅfÒNº¹±f·�²fÍy±3·(Ì}è¹µ

°

´

°

´¶´w¾À·�²½ËÈ¾À¿>±•»W±fÉ5Ë¹ÂÕ± a12 Åfß�¾qÂ

�

P m
i=1

b(1)
i b(2)

i
ci

¾ÀÂÃµT¿Æ´�åGëhÖ Ü�Ý�ùÄ±f´c²àÁ

°

±3·�ËQµT´

°

²

°

¼T±äµÀº�¸¹Å3Ç¹·

°

±�ËÞµT´

°

²

°

¼T±�±3²‰ÂÕ±=²wè¹Å3µT¿Æò3É‘±‡ŽWÖ ï!±f´¶²�É‘µT·�²Æ¿ÆÅÀÖ

†

µÀº¹´y¾ÀÂÕÂÃµT·¹´1É‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²ÄÅ3·¹µT·¹Ì3±f¿Äº¹·5¿ÆÅf´¶º¹ÂÃ²w¾q²yÁÞ±f¾Àº¹Ì3µTº¹Ë5Ë¹ÂÕº¹´:Ëh¿ÆÅfÌ

°

´ÄÒNº¹±�Âñ¾�ËÈ¾À¿c²

°

±

­

¸¹Å³ÇÈ·

°

±�ËQµT´

°

²

°

¼T±

­

¸¹º�²Æè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±�Ëh¿ÆÅfÌ3Åf¸¹±3·�²AÖ¹í/¼T±3Ì�ÂÕ±3´‰·¹µÀ²w¾q²

°

µT·¹´Ä¸¹±�Âñ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´
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Â
²B¢B¥#¡Cƒ•¢G¡ Ö�žG¥<Ÿ  •¿G£I¨



Ü

˜

¨�¯5²G¡ÉŸ§¬
­�«�¦�Ÿu®�¨s©‰©³­�©)¨E©6 �¡¸¢G½�žG¥<Ÿ¸¨:­g¯NÀaŸ•¡u¨s©¶ I²G¡•­�©�©•ŸË£�²G¡ ¨�®%ƒ ŸË±•´�¨:¥A©‰¨B¥
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°

Ì³²

°

µT·¥¸¹±!Âñ¾>É‘¾q²w¿

°

Ìf±ä¸¹±!¿w¾À·¹ßDå (ai aj )1� i;j � n ±³²�ÂÕ¾•¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±•±f´¶²�Å3²Æ±f·¹¸hº¹±ÀÖ

ð7µT·�²w¿¶µT·¹´¡±3·¹´Æº

°

²w±•ÒNº¹±>´

°

x 2 QG ±3²�´

°

xC ±3´¶²¡¸¹±>¿Æ¾À·¹ß#å>ËQµTº¹¿�²wµTºW² C ¾ÀÂÃµT¿Æ´

x ±3·¹ßT±f·h¸¹¿Æ±�º¹·¹±•¸¹±fÉ

°

¸¹¿Æµ

°

²w±!±³»'²Æ¿ÆÅfÉ‘¾ÀÂÃ±•¸h± QG: ôÄ·7±

õ

±3²fÍQ´

°

x = x0+ x00
¾A¼T±fÌ x0

±3² x00
¸È¾À·¹´ QG ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´=ËÞµÀº¹¿�²ÆµTºh² C µT·#¾ xC = x0

C + x00
C : ×‰µÀÉ‘É5± xC ±f´c²�¸¹±•¿w¾q·¹ß

å>±3²�Ò'ºh± x0
C ±³² x00

C ´ÆµT·�²!ËQµT´

°

²

°

¼T±f´äÌf±fÂÕ¾�±f·�²w¿Æ¾

°

·h±•ÒNº„Î

°

Â¢±•»

°

´¶²Æ±>¸¹±f´!·¹µTÉ?Á¹¿Æ±3´ � 0
C ±³²

� 00
C ²Æ±fÂÕ´!ÒNº¹± x0

C = � 0
CxC ±3² x00

C = � 00
CxC : ðÓ¾

°

´•Ì3µTÉ5É‘± G ±3´¶²�ÌfµT·h·¹±³»W±ÀÍ“µT·�¼Tµ

°

²

ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±3É‘±3·�²‰ÒNº¹± C 7! (� 0
C ; � 00

C ) ±3´¶²=ÌfµÀ·¹´¶²w¾À·�²=±3²=¸¹µT·hÌ x0 = � 0x; x00= � 00x: ãäµT·¹Ì x
±f·hßT±f·¹¸h¿Æ±•º¹·¹±!¸¹±fÉ

°

¸¹¿¶µ

°

²Æ±¡±³»'²w¿¶ÅfÉ‘¾ÀÂÕ±¡¸h± QG:

ð7µT·�²w¿¶µT·¹´¡±3·hÇÈ·�ÒNº¹±½´

°

x ±f·hßT±f·¹¸h¿Æ±½º¹·¹±>¸¹±3É

°

¸¹¿Æµ

°

²w±�±³»'²w¿¶ÅfÉ‘¾ÀÂÕ±?¸¹± QG ¾ÀÂÃµT¿Æ´

x ±3´¶²�ÂÕ¾]¿¶±f´c²w¿

°

Ì3²

°

µT·û¸„ÎÔº¹·¹±ÓÉ‘¾q²Æ¿

°

Ì3±D¸¹±Ó¿Æ¾À·¹ßûåTÖyôÄ·�±

õ

±3²AÍy¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´�ÂÃ±œ�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±

ŽhÖ ïWÍ

°

Â¢±³»

°

´c²w±5º¹·¹±5É�¾q²Æ¿

°

Ìf±•´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±‘ËQµT´

°

²

°

¼T± M ¸hµT·�² x ±f´¶²�Âñ¾¥¿¶±f´¶²Æ¿

°

Ì3²

°

µT·„Ö

¯'°

Ìf±³²Æ²Æ±5É‘¾q²Æ¿

°

Ì3± M ·„ÎÐ±3´¶²�ËÈ¾À´!¸¹±½¿w¾q·¹ß�åTÍ„µT·�ÂÏÎÔÅfÌ3¿

°

²¡ÌfµTÉ5É5±>´ÆµTÉ5É‘±?¸¹± q É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´

´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±3´àËÞµÀ´

°

²

°

¼À±f´ M j ¸¹±�¿Æ¾À·¹ß¥åTÍh¾G¼À±fÌ 2 � q � n Íh´Æµ

°

² M = M 1 + � � � + M q:
Y�·7·hµÀ²w± x j Âñ¾>¿Æ±3´¶²Æ¿

°

Ì³²

°

µT·7¸h± M j : érÂ/±f´c²äÌ3Âñ¾

°

¿�ÒNº¹± x j 6= 0 ÌA¾À¿ M j ¾5¾Àº7É5µ

°

·¹´àº¹·

ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²=¸

°

¾ÀßTµT·È¾qÂƒ·¹µT·«·Nº¹ÂÏÍh±3²�¸¹µT·¹Ì x = x1 + � � � + xq ·ƒÎÐ±3·¹ßT±f·h¸¹¿Æ±•ËÈ¾À´=º¹·¹±!¸¹±3É

°

¸¹¿¶µ

°

²Æ±�±³»'²w¿¶ÅfÉ‘¾ÀÂÕ±qÖ

¼

�].������ &-��G

D

Ú

±3´=ÅfÂÕÅ3É‘±3·�²w´=¸¹± PG ±3² QG ´fÎ

°

¸h±f·�²

°

ÇÈ±f·�²�·È¾q²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ±3É‘±3·N²

�

¸¹±3´�Å3ÂÕÅ•ç

É5±f·�²w´y¸¹± F = é x

V [ E : érÂÈ±3´¶²�Ì3µT·¹·Nº�ÒNº¹±�ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±=¸¹±3´‰É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´:´¶ê'É5Å3²w¿

°

ÒNº¹±3´‰¸¹Å•ç

ÇÈ·

°

±f´[ËÞµT´

°

²

°

¼T±3´¢¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ± n ØYµT¿ÆÉ5±f·�²[º¹·>ÌEäT·h±�ÌfµT·�¼À±³»W±=µTºh¼T±3¿¶²:¸h±�ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf±‰é x

n(n+1) =2;
¸¹µT·�² F ±f´¶²Lº¹·�´¶µTº¹´y±f´¶ËÈ¾ÀÌf±qÖ¹ãäµÀ·¹Ì PG ±3´¶²�ºh·�µTºh¼À±f¿c²�¸¹± F:

¯

¾•ØY±f¿¶É‘±³²wº¹¿¶± PG ¸È¾q·¹´

F ±f´c²•ÂÃ±5ÌsäT·¹±5ÌfµT·�¼À±³»W±�ØY±f¿¶É‘Å½¸¹±‘Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·%€WÖÐÜhÖ

†

µÀ²wµÀ·¹´�Ë¹¾À¿ P �
G ÂÃ±½´Æ±fÌ3µT·¹¸

É5±fÉ•Á¹¿¶±¡¸¹±½åGëhÖÐá�Ž�ù•Ö
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ÜNï

ð7µT·�²w¿¶µT·¹´ QG � P �
G:

¯

µ

°

² x 2 P �
G: í�ÂÕµT¿¶´?±3·(²w¾À·�²>ÒNº„ÎÔÅfÂÕÅ3É‘±3·�²>¸¹± F; x ±f´c²

°

¸h±f·�²

°

ÇÈÅ

�

º¹·¹±?É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±!´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±

°

·¹ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃò3²w±!ßTµÀºh¼T±3¿Æ·¹Å3±•ËÈ¾À¿ E:
¯W°

C ±3´¶²äº¹·¹±

ÌfÂ

°

ÒNº¹±•É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±ÀÍHÉ‘µÀ·N²Æ¿ÆµT·h´�ÒNº¹± xC ±3´¶²•¸¹Å³ÇÈ·

°

±>ËQµT´

°

²

°

¼T±qÖ

¯

µ

°

² bT = (b1; : : : ; bn )
º¹·¥¼T±3Ì3²Æ±fº¹¿�Â

°

ßT·¹±äÒNº¹±3ÂÕÌ3µT·¹ÒNº¹±¡²w±3Â„ÒNº¹± bi = 0 ´

°

i =2 C:
†

µÀ²wµT·h´ bC ´w¾>¿Æ±3´¶²Æ¿

°

Ì³²

°

µT·

�

C: íäÂÃµT¿Æ´ y = bT b ±f´¶²�¸È¾q·¹´ PG ±3²�Ë¹º

°

´ÆÒNº¹± x 2 P �
C µÀ·7¾

0 < tr (xy) = bT
C xCbT

±3² xC ±f´c²�Á

°

±f·D¸¹Å³ÇÈ·

°

±•ËQµT´

°

²

°

¼T±qÍ¹Ë¹º

°

´ÆÒNº¹±•ÌÀÎÔ±f´¶²=¼'¿w¾

°

ËÞµTºh¿�²wµTºh² bC : ãäµÀ·¹Ì x 2 QG :
ð7µT·�²w¿¶µT·¹´ QG � P �

G:
¯

µ

°

² x 2 QG :
X

µTº¹¿�²wµÀºh²w±>Ì3Â

°

ÒNº¹±>É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ± C ±³²¡²wµTºW²

bT = (b1; : : : ; bn ) ¼T±3Ì3²Æ±fº¹¿¡Â

°

ßT·¹±•ÒNº¹±fÂÃÌfµT·hÒ'ºh±?²w±3Â[ÒNº¹± bi = 0 ´

°

i =2 C µT·Ó¼

°

±3·�²�¸¹±

¼Tµ

°

¿�ÒNº¹±>´

°

y = bT b µT·�¾ tr xy > 0: Y¡¿äµT·�¾�¼'º

�

ÂÕ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT· €'ÖÐÜ¥ÒNº¹±•²ÆµTºh²

y ¸¹± PG ·hµT·�·'ºhÂ:±f´¶²�´ÆµÀÉ‘É5±•¸„ÎÔº¹·]·¹µTÉ•Á¹¿¶±•ÇÈ·

°

·¹µÀ·œ·Nº¹Â:¸¹± yi 2 PG ¸¹±½¿w¾À·¹ß�åTÍ

¸¹µT·hÌ�¸h±àÂñ¾äØYµT¿¶É‘± yi = bT
i bi µ��5ÂÃ±f´:Å3ÂÕÅfÉ5±f·�²Æ´y¸h±àÂñ¾�É‘¾q²w¿

°

Ìf±‰ÌfµTÂÃµT·¹·¹± bi ´ÆµÀ·N²y·Nº¹ÂÃ´:±f·

¸¹±3è¹µT¿Æ´à¸ƒÎÐº¹·h±¡ÌfÂ

°

ÒNº¹±äÉ‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ± Ci : érÂƒ±3´¶²=ÌfÂÕ¾

°

¿yÒNº¹± tr xy =
P

i (bi )T
Ci

xCi (bi )Ci > 0
ËQµTº¹¿?ºh·®²w±fÂ y ±3²>¸¹µÀ·¹Ì x 2 P �

G Í[Ì3±�ÒNº

°

¾qÌ}è¹ò3¼À±«ÂÕ¾7¸¹Å3É‘µÀ·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·œ¸¹ºy�àè¹ÅfµÀ¿

z

É5±

åGëhÖóåTÖ

X

µTºh¿L²w±3¿ÆÉ

°

·¹±3¿LÌ3±f´L¿Æ±fÉ‘¾À¿¶Ò'ºh±f´�´¶º¹¿‰ÂÃ±f´yÌEäT·¹±3´fÍ

°

ÂÈËQ±fºh²‰Ê3²w¿¶±äºh²

°

ÂÃ±�¸h±äÉ5±f·�²

°

µT·¹·¹±3¿

ÒNº„ÎÔ±f·�ßTÅf·hÅf¿w¾qÂÏÍQÂÕ±f´äÌEäT·¹±?ÌfµT·�¼T±•»W±f´ QG ±³² PG ·¹±?´ÆµT·�²¡ËÈ¾q´�¸¹±f´¡ÌsäT·¹±3´¡è¹µTÉ5µTßTòf·h±f´fÍ

ÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿¶±5¸h±f´?ÌsäT·¹±3´?²w±3ÂÕ´!ÒNº¹±�ÂÃ±fº¹¿¶´�ßT¿¶µTº¹ËQ±f´�¸„Î ¾qºh²wµTÉ5µT¿¶Ë¹è

°

´¶É‘±3´!Â

°

·hÅA¾

°

¿Æ±f´!¾qß

°

ç

¿w¾

°

±f·�²1²Æ¿w¾À·h´

°

²

°

¼À±fÉ5±f·�²:´Æºh¿1ÂÕ±�ÌsäT·¹±qÖ

Ú

±�Ë¹ÂÕºh´:´

°

É5Ë¹ÂÃ±L¸¹±3´ÄÌfµT·�²w¿¶±à±³»W±fÉ5Ë¹ÂÃ±f´1±3´¶²Ä¸¹µT·h·¹Å

ËÈ¾À¿àÂÃ±¡ßT¿w¾qË¹è¹± A4 ´Æº

°

¼q¾À·�²

1
� � � �

2
� � � �

3
� � � �

4
�

X

µÀº¹¿•¼ÀÅf¿

°

ÇÈ±3¿�ÒNº¹± QA 4 ·„ÎÔ±f´c²•ËÈ¾q´�è¹µÀÉ‘µTßÀòf·¹±qÍzÌA¾À¿Æ¾ÀÌ3²ÆÅf¿

°

´ÆµT·h´�¸„ÎÐ¾ÀÁQµT¿Æ¸]´ÆµÀ·�ßT¿¶µTº¹ËQ±

¸„ÎÐ¾Àºh²ÆµTÉ‘µÀ¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±f´3Ö

†

µTºh´‘·¹µq²wµT·¹´5ËÈ¾À¿ G(QA 4 ) ÂÃ±«ßÀ¿ÆµTº¹ËQ±D¸¹±f´‘¾Àºh²ÆµTÉ5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±f´

Â

°

·¹ÅA¾

°

¿Æ±3´�¸h± QA 4 ÍÞÌÀÎÔ±f´¶²

�

¸

°

¿¶±?Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±�¸¹±f´ g ¾qºh²wµTÉ5µT¿¶Ë¹è

°

´¶É‘±3´�¸h± F; Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf±

¸¹±3´:É�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±f´¢¾À´Æ´¶µWÌ

°

Å3±f´

�

A4 ²w±fÂÃ´1ÒNº¹±à¸¹±�ËhÂÕº¹´ g(QA 4 ) = QA 4 : ã�·>¿Æ¾

°

ç

´ÆµÀ·¹·¹±fÉ5±f·�²¡´

°

É5Ë¹ÂÕ±!É5µT·�²w¿¶±•¾ÀÂÃµT¿Æ´=ÒNº¹± g(QA 4 ) = QA 4 :
X

¾À¿w¾ÀÉ5Å3²Æ¿ÆµT·h´äÂÕ±3´äÅ3ÂÕÅfÉ5±f·�²Æ´

¸¹± F ¾

°

·¹´

°

M (x; y) =

2

6
6
6
4

x1 y1

y1 x2 y2

y2 x3 y3

y3 x4

3

7
7
7
5

:

¯

µ

°

² G ÂÕ±½´ÆµTºh´?ßT¿¶µTº¹ËQ±‘¸¹± G(QA 4 ) ØYµT¿ÆÉ5Å‘¸h±f´ g ²w±3ÂÕ´•Ò'ºh±

°

Â:±•»

°

´¶²Æ±�¸¹±3´?·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±3´

a1; a2; a3; a4 ²wµTºh´�·hµT·7·Nº¹ÂÃ´fÍ¹±³²�¸¹±fºW»«·hµTÉ•Á¹¿¶±f´ b ±3² c ²w±fÂÃ´=Ò'ºh±

g(M (x; y)) =

2

6
6
6
4

a2
1x1 + 2a1by1 + b2x2 a2(a1y1 + bx2)

a2(a1y1 + bx2) a2
2x2 a2a3y2

a2a3y2 a2
3x3 a3(a4y3 + cx3)

a3(a4y3 + cx3) a2
4x4 + 2a4cy1 + c2x3

3

7
7
7
5

:

öcåGëhÖÔÜ�ë�ù

†

µÀº¹´�¾ÀÂÕÂÃµT·¹´‰¼Àµ

°

¿àÒNº¹±

� G ±f´¶²�Á

°

±f·Dº¹·«´ÆµTº¹´=ßT¿¶µTº¹ËQ±!¸¹± G(QA 4 );



Ü�æ

� G ·„Î ¾qß

°

²àË¹¾À´à²w¿w¾q·¹´

°

²

°

¼À±fÉ5±f·�²=´Æºh¿ QA 4 ;
�

Ú

Î

°

·¹¸

°

Ìf±�¸h± G ¸È¾À·¹´ G(QA 4 ) ±f´c²

˜




� G(QA 4 ) ·ƒÎ ¾Àß

°

²àËÈ¾q´=²Æ¿w¾À·h´

°

²

°

¼À±fÉ5±f·�²=´Æº¹¿ QA 4 :
Ú

±#Ë¹¿Æ±3É

°

±f¿5ËÞµ

°

·�²�´¶±#¼TÅ3¿

°

Ç¹±ÓØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±3É‘±3·N²5±3·�ÌfµT·�²w¿‰äTÂñ¾q·N²�Âñ¾]¸¹Å3ÇÈ·

°

±#ËQµT´

°

²

°

¼

°

²wÅ

¸¹±ä²Æ¿Æµ

°

´LÉ‘¾q²Æ¿

°

Ì3±f´L¸„ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶±

˜

ËÈ¾À¿LÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂQ¸¹±�ÂÃ±fº¹¿¶´‰¸¹Å³²w±3¿ÆÉ

°

·È¾À·�²Æ´‰¿Æ±3´ÆËQ±fÌ³²

°

ØY´3Ö

X

µTº¹¿�ÂÃ±

´Æ±3ÌfµT·h¸?ËQµ

°

·�²“µT·•¿w¾

°

´ÆµT·¹·h±yË¹¾À¿/ÂÏÎÐ¾ÀÁ¹´Æºh¿Æ¸¹±y±f·•´Æº¹ËhËÞµT´Æ¾À·�²1ÒNº¹± G ¾Àß

°

²z²w¿Æ¾À·¹´

°

²

°

¼T±fÉ5±f·�²fÖ

Y�·DÂÕ±�ØÙ¾

°

²=¾Àß

°

¿�´Æº¹¿ M (1; 1; 1; 1;0; 0; 0) ËÞµTºh¿�µÀÁh²w±3·

°

¿

g(M (1; 1; 1; 1;0; 0; 0)) =

2

6
6
6
4

a2
1 + b2 a2b
a2b a2

2 0
0 a2

3 a3c
a3c a2

4 + c2

3

7
7
7
5

:

Y�·�¼Tµ

°

²/ÒNº¹±:ÂÕ±3´ M (x; y) ²Æ±fÂÕ´ƒÒ'ºh± y2 6= 0 ·¹±ÄËÞ±3ºh¼T±3·�²[Ê³²w¿¶±:¸È¾À·¹´ G(M (1; 1; 1; 1;0; 0; 0))
±3²�ÂÕ¾•ÌfµT·�²w¿Æ¾À¸

°

Ì3²

°

µT·¥±f´c²�¾ÀÌfÒNº

°

´Æ±ÀÖ

Ú

±‘²w¿¶µ

°

´

°

ò3É‘±½ËQµ

°

·�²�±f´¶²?Ë¹ÂÕºh´?¸¹Å3Â

°

Ìf¾q²AÖ“×‰µÀÉ‘É5±f·¹Ì3µT·¹´�ËÈ¾À¿?±•»WË¹Â

°

Ò'ºh±f¿•ÌfµTÉ5É‘±3·�²

µT·ûÅ3²w¾

°

²½Ì3µT·¹¸¹º

°

²

�

åAëhÖ Ü�ë�ù³Ö

X

µTº¹¿ i = 1; 2; 3 ÂÕ±3´

°

·¹Å3ÒNºÈ¾q²

°

µT·¹´ x i x i +1 � y2
i � 0;

x i � 0 ±3² x i +1 � 0 Íƒ¾A¼À±fÌ>²wµTºW²w±f´äÂÕ±f´�¾Àºh²w¿¶±f´ä¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±f´ x j ±3² yj ·'ºhÂÕÂÕ±3´�´ÆµÀ·N²�Ìf±fÂÃÂÕ±3´

¸„ÎÔº¹·¹±=ØÙ¾ÀÌf± Fi ¸¹±�¸

°

É5±f·h´

°

µÀ·‘á!¸¹º‘ÌEäT·¹±�ÌfµÀ·N¼À±³»W±äØY±3¿ÆÉ5Å QA 4 : ð«µT·�²w¿ÆµÀ·¹´LÒNº¹± g 2 G
´

°

±3²=´¶±fº¹ÂÃ±fÉ5±f·�²à´

°

g 2 G(QA 4 ) ±3² g(Fi ) = Fi ËQµTº¹¿ i = 1; 2; 3:
Ú

±

­

´Æ±fºhÂÕ±fÉ5±f·�²à´

°
­

±f´c²‰Ì3Âñ¾

°

¿fÖ

X

µTº¹¿Ä¼Tµ

°

¿yÂÕ¾•Ë¹¾À¿¶²

°

±

­

´

°
­

Í�·¹µTºh´�¾À¸¹É5±3²¶²wµT·h´yÂÃ±�¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²y´Æº

°

¼À¾q·N²�âN´

°

Pr ±f´c²

ÂÕ±¡ÌsäT·¹±•¸¹±f´�É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´=´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´�¸¹Å³ÇÈ·

°

±3´�ËQµT´

°

²

°

¼T±3´�¿¶Åf±3ÂÕÂÕ±3´=¸„ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶± r ±³²ä´

°

g ±3´¶²

º¹·‘¾Àºh²ÆµTÉ‘µÀ¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±�¸¹±�ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf±=¸¹±3´LÉ‘¾q²Æ¿

°

Ì3±f´:´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´y¿ÆÅf±3ÂÕÂÃ±f´Ä¸„ÎÔµT¿Æ¸¹¿¶± r; ¾ÀÂÃµT¿Æ´

g(Pr ) = Pr ´

°

±3²�´Æ±fºhÂÕ±fÉ5±f·�²à´

°ƒ°

ÂÞ±•»

°

´¶²Æ±�º¹·¹±�É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±ä¿¶Åf±fÂÃÂÕ±

°

·�¼T±3¿Æ´

°

Á¹ÂÃ± A ¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ± r
²w±3ÂÕÂÃ±�ÒNº¹± g(x) = AxA T

ËQµTº¹¿L²ÆµTºh² x 2 Pr öÏ×äÎÔ±f´¶²=ºh·D¾ÀÉ•º¹´Æ¾À·�²à±³»W±f¿¶Ì

°

Ìf±¡¸„ÎÐ¾ÀÂÕßÀòfÁ¹¿¶±

Â

°

·¹ÅA¾

°

¿Æ±�â¹ËQµTº¹¿=¿ÆÅ³¼TÅfÂÃ±f¿ a11 ØÙ¾

°

¿Æ±�¾Àß

°

¿ g ´Æºh¿ E11 ÍÈËQµTº¹¿à¿ÆÅ³¼TÅ3ÂÕ±f¿ a12 ØÙ¾

°

¿¶±!¾Àß

°

¿ g ´¶º¹¿

E11 + E12 + E21 + E22 Í„µ�� E ij ±3´¶²�Âñ¾�É‘¾q²w¿

°

Ìf±•¾G¼À±fÌ‘º¹· 1 ±3· (i; j ) ±³²�¸h±f´•ìfÅf¿¶µT´

¾

°

ÂÕÂÕ±3º¹¿Æ´wù³Ö

íäË¹ËhÂ

°

ÒNº¹µÀ·¹´�¾qÂÕµT¿¶´‘Ì3±#Ë¹¿

°

·¹Ì

°

ËÞ±

�

r = 2:
X

º

°

´ÆÒNº¹± g(Fi ) = Fi
°

Âà±³»

°

´c²w±#¸¹±3´

É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´ A i =

"
ai bi

ci di

#

²w±3ÂÕÂÕ±3´LÒNº¹±�Âñ¾•¿Æ±f´c²w¿

°

Ì3²

°

µT·5¸¹± g 2 G(QA 4 )
�

Fi ´Æµ

°

²L¸¹±äÂÕ¾

ØYµT¿¶É‘±

A i

"
x i yi

yi x i +1

#

AT
i :

ô:·�Å3Ìf¿

°

¼q¾À·�²«ÂÕ±f´DÌ3µT·¹¸

°

²

°

µÀ·¹´�¸¹±]ÌfµTÉ5ËÈ¾q²

°

Á

°

Â

°

²wÅ«ËÞµTºh¿¥ÂÕ±f´D±3·N²Æ¿ÆÅ3±f´ x2 ±3² x3 ËÞµTºh¿

g(M (x; y)) µT·½¼Tµ

°

²LÒ'ºƒÎ

°

Â¹ØÙ¾Àºh²LÒ'ºh± c1 = c2 = b2 = b3 = 0 ±3²LÒ'ºh± di = ai +1 ; Ìf±�Ò'º

°

ÌfµÀ·¹¸¹º

°

²

�

åAëhÖÐÜTë�ù³ÖÈô:·¹´¶º

°

²Æ±ÀÍ G ±f´¶²ä¾ÀºDÉ5µ

°

·¹´‰¸„Î

°

·¹¸

°

Ìf± 2; Ë¹º

°

´ÆÒNº¹±!ÂÕ¾½´cê'É‘Å³²w¿

°

± S

(x; y) 7! (x4; x3; x2; x1; y3; y2; y1)

±f´c²½ÌfÂÕ¾

°

¿¶±fÉ5±f·�²•º¹·ÛÅ3ÂÕÅ3É‘±3·N²•¸¹± G(QA 4 ) ÒNº

°

·ƒÎÐ±3´¶²½ËÈ¾À´>¸¹¾À·¹´ G:
†

µTº¹´>É5µT·�²w¿ÆµÀ·¹´

É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�²àÒNº¹± G(QA 4 ) = G [ SG: ×‰±fÂÕ¾>±f·�²w¿Æ¾

°

·¹±¡ÂÃ±¡ÒNºÈ¾q²w¿

°

ò3É‘±�ËQµ

°

·N²fÍ¹Ë¹º

°

´ÆÒNº¹±

ÒNº¹±:ÂÕ±3´ M (x; y) ²Æ±fÂÃ´„ÒNº¹± y2 6= 0 ·¹±ÄËQ±fºh¼À±f·�²“ËÈ¾À´z·¹µT·!Ë¹ÂÃº¹´zÊ3²Æ¿Æ±:¸È¾q·¹´ SG(M (1; 1; 1; 1;0; 0; 0):
X

µTºh¿«Ì3µT·¹Ì3ÂÕº¹¿¶±ÀÍ=µT·)¿Æ±3É�¾À¿¶ÒNº¹±�Ò'ºh±œÂÃ±#ØÙ¾

°

²DÒNº¹± QA 4 ·¹±œ´¶µ

°

²DË¹¾À´Dè¹µTÉ5µTßTòf·h±

±f·�²Æ¿w¾

°

·¹±¡ÒNº¹± PA 4 ·¹±!ÂÏÎÔ±f´c²=ËÈ¾À´=·¹µT·«Ë¹ÂÃº¹´fÖÈô:·«±

õ

±3²�Ìf±3´�¸h±fºW»«ÌsäT·¹±f´=´¶µT·�²ä¸¹º¹¾ÀºW»ÞÖ
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†

µTºh´7Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕµT·h´¥ËÞµTºh¿«Ì3µTÉ5É‘±3·¹Ìf±3¿¥º¹·¹±

°

·�²wÅ3ßT¿w¾ÀÂÃ±�¾ÀºW»

°

Â

°

¾

°

¿Æ±7µ���ÂÃ±f´¥ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´

²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅ3´�·„ÎÔµT·�²�¿

°

±3·

�

ØÙ¾

°

¿Æ±•â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf k�¶ji|h~i

¯

µ

°

² E ±³² F ¸h±fºW»œ±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±f´?±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¹´!¸¹±5¸

°

É‘±3·¹´

°

µT·¹´ n ±³²

m; ±³²D´Æµ

°

² a ±³² b ¸¹±3´D±f·¹¸¹µÀ¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±f´¥´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´D¸¹Å3Ç¹·

°

´¥ËQµT´

°

²

°

ØY´�¸¹± E ±³² F
¿Æ±3´ÆËQ±fÌ³²

°

¼À±fÉ5±f·�²AÖ‘Y�·®É•º¹·

°

² L = L(E; F ) ¸¹±‘Âñ¾7´c²w¿¶º¹Ì3²Æº¹¿Æ±�±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¹·h± hx; yi =
tr (x � y); µ�� x � 2 L(F; E) ±3´¶²>Â—Î ¾À¸�
¶µ

°

·�²•¸¹± x; ±3²?µT·®É•º¹·

°

² L ¸¹±‘Âñ¾«É‘±3´Æº¹¿¶±�¸¹±

Ú

±fÁQ±f´¶ßTº¹± dx ¾À´¶´Æµ'Ì

°

Åf±

�

Ì3±3²¶²w±!´¶²Æ¿Æº¹Ì³²wº¹¿¶±�±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¹·¹±qÖ¹íäÂÃµT¿Æ´

åTÖ

Ú

ÎÐ¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÌA¾ ²

°

µÀ· x 7! bxa ±f´¶²•º¹·]±f·h¸¹µTÉ5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±•´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±5¸hÅ3ÇÈ·

°

ËQµT´

°

²

°

Ø

¸¹± L; ¸¹±!¸¹Å³²w±f¿¶É

°

·È¾À·�² D = detam detbn :
˜

Ö

X

µTº¹¿à²wµTºW² y 2 L µÀ·7¾

Z

L
e� tr (x � bxa)+2 tr (x � y)dx =

� mn=2

D 1=2
etr (y � b� 1ya� 1 ) : öcåGëhÖÔÜ¹åOù

áhÖ

Ú

¾>ØYµT·¹Ì3²

°

µT·D´¶º¹¿ L ¸¹Å3Ç¹·

°

±•ËÈ¾À¿ x 7! e� tr (x � bxa)+2 tr (x � y)
±f´c²äËh¿ÆµTËQµT¿¶²

°

µT·h·¹±fÂÃÂÕ±

�

Âñ¾�¸h±f·¹´

°

²wÅ½¸„ÎÔº¹·¹±5ÂÕµ

°

ß�¾Àºh´Æ´

°

±f·¹·h±‘´¶º¹¿ L ¸¹±½ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3± x 7! 1
2b� 1xa� 1

±³²

¸¹±!É5µGêT±f·h·¹± b� 1ya� 1:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i4X

º

°

´ÆÒNº¹± (y� bxa)� = ax� by
°

ÂÈ±3´¶²LÌfÂÕ¾

°

¿:ÒNº¹± hy; bxai = hx; byai
±3²‘¸¹µT·hÌ7ÒNº¹± x 7! bxa ±f´c²�º¹·
±f·¹¸hµTÉ‘µÀ¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±D´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±«¸¹± L:
¯

µ

°

² e ±³² f
¸¹±3´�ÁÈ¾À´¶±f´�µÀ¿¶²wèhµT·¹µT¿¶É‘Å3±f´5¸¹± E ±3² F Ò'º

°

¸

°

¾ÀßTµT·¹¾ÀÂ

°

´Æ±f·�² a ±³² b:
†

µÀ²ÆµT·¹´ [a]ee =
diag(� 1; : : : ; � n ) ±³² [b]ff = diag(� 1; : : : ; � m ):

¯W°

x 2 L ¾>ËÞµÀº¹¿=É�¾q²Æ¿

°

Ìf±�¿¶±fË¹¿¶Åf´Æ±3·�²}¾q²

°

¼T± [x]fe = (x ij ) ¾ÀÂÕµT¿¶´�ËQµTº¹¿ x 6= 0 µÀ·7¾

tr (x � bxa) =
mX

i =1

nX

j =1

� j � i x2
ij > 0; öcåGëWÖÐÜ

˜

ù

Ìf±‘ÒNº

°

É‘µT·�²Æ¿Æ±5Âñ¾DËÞµT´

°

²

°

¼

°

²ÆÅ•¸¹± x 7! bxa: érÂÄ±3´¶²•Ì3Âñ¾

°

¿¡ÒNº¹±�´¶±f´�¼À±fÌ³²w±fºh¿Æ´•Ë¹¿¶µTË¹¿¶±f´

´ÆµÀ·N²�ÂÕ±f´ f i 
 ej ÍQÂÕÅ3ÂÕÅfÉ5±f·�²�¸¹± L ¸¹Å³ÇÈ·

°

Ë¹¾À¿ v 7! f i hej ; vi ÍH±³²¡ÒNº

°

±3´¶²¡¾q´Æ´Æµ'Ì

°

Å

�

ÂÕ¾

¼q¾ÀÂÕ±3º¹¿àË¹¿¶µTË¹¿Æ± � j � i : ãäµT·hÌ•´¶µT·«¸¹Å3²Æ±f¿ÆÉ

°

·¹¾À·�²=±f´¶²

D =
Y

ij

(� j � i ) =

 
mY

i =1

� i

! n
0

@
nY

j =1

� j

1

A

m

= (det a)m (det b)n :

ô:·¹´Æº

°

²w±qÍÈËÞµÀº¹¿à±³»WË¹ÂÃµ

°

²Æ±f¿¡åGëhÖÔÜ

˜

ù‰µÀ·«Å3Ìf¿

°

²

Z 1

�1
e� � j � i x2

ij +2 x ij yij dxij =
� 1=2

(� j � i )1=2
e

y 2
ij

� j � i :



Ü�Ý

ô:· ºh²

°

Â

°

´w¾À·�²

P m
i=1

P n
j =1

y2
ij

� j � i
= tr (y� b� 1ya� 1) ¾

°

·h´

°

Ò'ºh±¥åGëhÖÔÜ

˜

ù�µT·�¾�ÂÃ±?¿¶Åf´ÆºhÂÃ²}¾ ²

åGëhÖ Ü¹åGù³Ö

Ú

¾>²w¿Æµ

°

´

°

òfÉ5±äËÈ¾q¿¶²

°

±¡±f´c²�ºh·¹±�Ì3µT·¹´¶ÅfÒNº¹±f·hÌf±

°

É‘É5Åf¸

°

¾q²Æ±ä¸¹±½åGëhÖÔÜ¹åOù•Ö

×

°

²ÆµT·¹´à±f·h´Æº

°

²w±!ÂÏÎ

°

·�²wÅ3ßT¿w¾qÂÕ±�¸¹±�S

°

´ÆèÈ¾À¿c²!â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf“kO¶ji|•ji

¯W°

Pr ±3´¶²[ÂÕ±:ÌEäÀ·¹±Ä¸¹±f´“É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´z´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´/¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ± r ¸¹Å³ÇÈ·

°

±3´

ËQµT´

°

²

°

¼À±f´à±³²�´

°

p > (r � 1)=2 ¾ÀÂÃµT¿Æ´àËQµTº¹¿ � 2 Pr µT·7¾

Z

Pr

exp� tr (� x � 1)(det x) � p� r +1
2 dx =

Z

Pr

exp� tr (� y)(det y)p� r +1
2 dy =

� r (p)
(det � )p

:

öcåGëhÖ Ü�áTù

µ�� dy ±3´¶²�Âñ¾•É5±f´¶º¹¿Æ±!¸¹±

Ú

±fÁQ±f´¶ßTº¹±

a

´Æº¹¿ Pr ¸¹Å³ÇÈ·

°

±•Ë¹¾À¿ dy =
Q

1� i � j � r dyij ±3²�µ��

� r (p) = �
r ( r � 1)

4

rY

j =1

�( p �
j � 1

2
): öcåGëhÖ ÜTÜ�ù

íî™5pqt4[Bï~ð!™^i

¯W°

p > (r � 1)=2 Í � 2 Pr ±³² � 2 Pr ÂÕ±f´=Ë¹¿¶µTÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²wÅ3´‰´Æºh¿ Pr

(det � )p

� r (p)
exp� tr (� x � 1)(det x) � p� r +1

2 1Pr (x)dx; öcåGëWÖÔÜ�ïTù

1
(det � )p� r (p)

exp� tr (� � 1y)(det y)p� r +1
2 1Pr (y)dy

´ÆµÀ·N²/¿¶±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3É‘±3·N²¢¾ÀË¹ËQ±fÂÃÅf±3´zÂÕµ

°q°

·�¼T±3¿Æ´Æ±¾S

°

´ÆèÈ¾À¿c²/µT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±[¸¹±:ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ‘ò³²w¿¶±f´ p ±3² � ;
±3²yÂÃµ

°

¸¹±•S

°

´¶èÈ¾À¿c²ÄµT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±�¸¹±=ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´ p ±3² � : érÂÈ±f´¶²LÅ3¼

°

¸¹±f·�²yÒNº¹±�´

°

X = Y � 1

¾ÀÂÃµT¿Æ´ Y ´¶º

°

²=º¹·h±•ÂÃµ

°

¸¹±�S

°

´ÆèÈ¾À¿c²=µT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±�¸h±•Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±3´ (p; � ) ´

°

±³²�´¶±fº¹ÂÃ±fÉ5±f·�²

´

°

X ´¶º

°

²�º¹·¹±!ÂÃµ

°ƒ°

·N¼À±f¿¶´Æ±TS

°

´Æè¹¾À¿¶²�µT¿¶¸

°

·È¾

°

¿Æ±�¸¹±•ËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±3´ (p; � ) ¾A¼À±fÌ � = � � 1:
†

µÀº¹´•¾Àºh¿ÆµT·¹´

�

Ì3µT·¹´

°

¸¹Å3¿Æ±f¿�ÂÕ±3º¹¿�ßÀÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ

°

´w¾ ²

°

µÀ·œ¾q´Æ´Æµ'Ì

°

Åf±

�

º¹·�ßT¿w¾ÀËhè¹±5²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

Ú

¾�ÂÕµ

°

¸¹±	S

°

´¶èÈ¾À¿c²¡µT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±>¾�¸h±f´!ßTÅf·hÅf¿w¾qÂ

°

´Æ¾q²

°

µT·¹´�¸È¾À·¹´¡¸„ÎÐ¾Àºh²Æ¿Æ±3´•¸

°

¿Æ±3Ì3²

°

µT·¹´3ÍƒÂÕ¾

Ë¹ÂÃº¹´à´

°

É‘Ë¹ÂÃ±äÌ3µT·¹´

°

´¶²w¾À·�²

�

Ë¹¿¶±f·¹¸h¿Æ±!¸¹±f´à¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿¶´à¸¹± p � (r � 1)=2: ×‰±!´¶µT·�²�ÂÃ±f´àÂÃµ

°

´

¸¹±dS

°

´Æè¹¾À¿¶²�´

°

·¹ßTº¹Â

°

òf¿¶±f´3Öa�“µTºh²Æ±3ØYµ

°

´�Â—Î ¾q·È¾ÀÂÕµÀßTº¹±!¸¹±f´9S

°

´Æè¹¾À¿¶²�´

°

·¹ßTº¹Â

°

òf¿¶±f´�¾À´¶´Æµ'Ì

°

Å

�

º¹·«ßT¿w¾qË¹è¹±�²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅä±f´¶²��…�.�³�Ð	�ý ÿ

�

þÐ=ÀÿÈý��Œ	”f

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�iàÚ

¾�Ë¹¿¶±fÉ

°

òf¿¶±7Å3ß�¾ÀÂ

°

²wÅD¸¹±œåGëhÖÔÜ�á�ù>¸¹ÅfÌ3µTº¹ÂÃ±Ó¸¹º�Ì}èÈ¾q·¹ßT±fÉ5±f·�²�¸¹±

¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ± y = x � 1
¸¹µT·�²äÂÕ¾5¸

°Ãõ

Åf¿Æ±3·�²

°

±3ÂÕÂÃ±¡±f´¶² h 7! � x � 1hx � 1; º¹·Ó±3·¹¸¹µTÉ5µT¿¶Ë¹è

°

´¶É‘±

¸¹±�ÂÏÎÔ±f´ÆË¹¾ÀÌf±•¸h±f´�É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�¿ÆÅf±3ÂÕÂÃ±f´ä´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´�¸„ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶± r: ô:·

°

É

°

²w¾À·�²=Âñ¾5¸¹ÅfÉ5µT·¹´kç

²w¿Æ¾q²

°

µT·5¸¹±äÂÕ¾�ËÈ¾À¿c²

°

±�å�¸¹±äÂÕ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·«åGëhÖ

˜

ÍNµT·�¼Tµ

°

²LÒ'ºh±�ÂÕ±�¸¹Å3²Æ±f¿¶É

°

·È¾À·�²‰¸h±äÌf±³²

±f·h¸¹µTÉ5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±�±3´¶² (� 1)r (det x)� r � 1; Ìf±!ÒNº

°

ËQ±f¿¶É‘±³²=¸¹±¡ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿�ÂÃ±#
Æ¾ÀÌfµÀÁ

°

±3·¥¸¹±

x 7! x � 1
±3²!¸h±>É‘µT·�²Æ¿Æ±f¿äÌf±3²¶²w±½Ë¹¿¶±fÉ

°

òf¿¶±•ÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅÀÖ¿�

°

±f· ÒNº¹±>Âñ¾�¸hÅfÉ5µT·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·Ó¸¹±

��¾À¿c²wÂÃ±3²Æ²=¸h±•ÂÕ¾>¸¹±fºW»

°

òfÉ5±•Å3ß�¾ÀÂ

°

²wÅä¸¹±‘åAëhÖ Ü�á�ù‰ÇÈßTº¹¿¶±!¸È¾À·¹´=²wµTºh´�ÂÃ±f´=µTºh¼'¿Æ¾ÀßT±f´=¸„ÎÐ¾À·È¾Oç

ÂÃê'´¶±¡É•º¹ÂÃ²

°

¼q¾À¿

°

Åf±qÍN·¹µTº¹´�¾ÀÂÃÂÕµT·¹´L±f·«¸¹µT·¹·h±f¿àº¹·¹±•¾ÀºW²w¿Æ±¡±3·DßTº

°

´¶±¡¸¹±¡Ë¹¿¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²

°

µT·D¾ÀºW»

É5Å3²wèhµW¸¹±3´à¸¹±!Ìf±³²Æ²w±!´¶±fÌ3²

°

µT·ƒÖaY¡·DË¹¿¶µWÌ3òf¸¹±!ËÈ¾q¿à¿ÆÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±�´¶º¹¿ r:
X

µTº¹¿ r = 1 ÍÈÌqÎÐ±3´¶²

Âñ¾D¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µT·œ¸¹±�ÂÕ¾DØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·œß�¾ÀÉ5É�¾hÖ

¯

º¹Ë¹ËQµT´ÆµÀ·¹´•ÂÕ±5¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²•¼'¿w¾

°

ËQµTº¹¿!²wµTº¹´�ÂÕ±3´

À©Á�Â Ã�ÄxÅ�ÆœÂ ÇnÄÉÈ�Ê«ÃÌË@Ã©Ä�ÄxÅÍÈ�ÅÉÎCÄ˜Å›Î„ÏÐÎCÃÒÑnÄ�ÓgÇIÃ`ÑIÔ«ÇnÄ�ÏÒÔ3ÑnÄ›ÃÒÕÉÖ3Ô«ÑnÄ�Î„ÏÐÎØ×IÆCÇ@Å›Ù3Å�ÓgÇIÃÌË@Ã¦×IÕÉÃÒÑnË@ÕÉÃ`Æ„ÈºÚ£Ã©Ä›ÇIÕÉÃ

Ë@Ã¾ÛOÃ©ÜŠÃ�Ä˜Ê«ÇIÃ¾ÏÒÈ3ÑIÔ3ÑIÎ„ÓgÇIÃ�×ŠÔ«ÇIÕ�Æ„È1Ä˜Å›ÕÉÇnÏÐÅ›ÇIÕÉÃ�ÃÒÇnÏÒÆ‹Î„Ë@ÎCÃÒÑIÑIÃ¾Ã©ÑIÊ3Ã©ÑnË@ÕÉÝÒÃ�×nÈ3Õ

tr (yyT ):
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ÜGŽ

±f·�²

°

±f¿¶´ < r ±3²à´¶µ

°

² m ±3² n ¸¹±f´=±f·�²

°

±f¿¶´ > 0 ²Æ±fÂÕ´‰Ò'ºh± m + n = r: ô:Ìf¿

°

¼TµT·h´=¾ÀÂÕµT¿¶´ y
±3² � ¸È¾q·¹´ Pr ¾

°

·h´

°

â

y =

"
y1 y12

y21 y2

#

; � =

"
� 1 � 12

� 21 � 2

#

¾A¼T±3Ì y1 2 Pm ±3² y2 2 Pn ; ±3²�·¹µÀ²ÆµT·¹´ y0
1 = y1 � y12y� 1

2 y21:
Ú

ÎÔÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅ�èÈ¾qÁ

°

²Æº¹±fÂÃÂÕ±

y =

"
1 y12y� 1

2

0 1

# "
y0

1 0
0 y2

# "
1 0

y� 1
2 y21 1

#

;

É5µT·�²w¿Æ±¡ÒNº¹± y 2 Pr ´

°

±³²�´¶±fº¹ÂÃ±fÉ5±f·�²�´

°

y0
1 2 Pm ±3² y2 2 Pn : Y¡·«¾½¾ÀÂÃµT¿Æ´

Z

Pr

exp� tr (� y)(det y)p� r +1
2 dy

(1)
=

Z

Pm � Pn � Rnm
e� tr (� 1y0

1)� tr (� 2y2 )+tr (� 1y12 y � 1
2 y21 )� 2tr (� 21 y12 )

� (det y0
1)

p� 1
2 (r +1) (det y2)p� 1

2 (r +1) dy0
1dy12dy2

(2)
= � mn=2(det � 1)� n=2

Z

Pm � Pn

e� tr (� 1y0
1 )� tr (y2 (� 2 � � 21 � � 1

1 � 12 ))

� (det y0
1)

p� 1
2 (r +1) (det y2)p� 1

2 (n+1) dy0
1dy12dy2

(3)
= � mn=2(det � 1)� n=2 � m (p � n

2 )
(det � 1)p� n

2

� n (p)
(det(� 2 � � 21� � 1

1 � 12))p

(4)
= � mn=2 � m (p � n

2 )� n (p)
(det(� )p

(5)
=

� r (p)
(det � )p

:

ã�¾À·h´“Ì3±3²¶²w±:´Æº

°

²w±:¸ƒÎÐÅ3ß�¾ÀÂ

°

²wÅ3´fÍ�ökåOùQ¼

°

±3·�²/¸¹º!Ì}èÈ¾À·¹ßT±3É‘±3·�²[¸h±1¼À¾q¿

°

¾qÁ¹ÂÕ± y 7! (y0
1; y2; y12)

¸¹±I
Æ¾ÀÌ3µTÁ

°

±f·(åTÍ„Â—ÎÐÅ3ß�¾ÀÂ

°

²wÅ�ö

˜

ù�¼

°

±f·�²!¸¹±>ÂÏÎ

°

·�²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±�ËÈ¾À¿¡¿w¾qË¹ËÞµÀ¿¶²

�

dy12 ÌA¾qÂÕÌfºhÂÕÅf±?±f·

¾ÀË¹ËhÂ

°

ÒNºÈ¾q·N²‰Âñ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·7åGëhÖÐá

�

(a;b;y) = (� 1; y� 1
2 ; � 12):

Ú

ÎÐÅ3ß�¾ÀÂ

°

²wÅ?ö—áTùÄ¼

°

±3·N²�¸¹±

ÂÏÎÔè�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±�¸¹±‘¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±ÀÍ�öÙÜNù¡¸¹± det � = (det � 1)(det( � 2 � � 21� � 1
1 � 12)) ±³²¥ö—ïTù

¸¹±‘Âñ¾D¸¹Å3ÇÈ·

°

²

°

µT·ûåGëhÖÔÜTÜNù�¸¹±�ÂÕ¾DØYµÀ·¹Ì3²

°

µT· � r (p):
Ú

¾7Ë¹º

°

´Æ´Æ¾À·¹Ì3±�¸¹± � ±f´c²?ÂÕ¾7ÁQµT·¹·¹±qÍ

Ë¹º

°

´ÆÒNº¹±!´

°

r = m + n µT·«¾

m(m � 1)
4

+
n(n � 1)

4
+

mn
2

=
r (r � 1)

4
: öcåGëhÖÔÜ�æ�ù

Ú

¾

X

¿¶µTËQµT´

°

²

°

µÀ· åGëhÖÐá½±3´¶²�¸¹µT·hÌ•É5µT·�²w¿¶Åf±qÖ

†

µÀº¹´“¾ÀÂÕÂÃµT·¹´„Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿z¸È¾À·¹´“Âñ¾�´¶º

°

²Æ±yÒNº¹±3ÂÕÒNº¹±3´

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±3´zÂ

°

Åf±f´

�

º¹·•ßT¿w¾qË¹è¹±:²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ

ÌfµÀ·¹·¹±³»W± G = (V; E) Í/¾A¼T±3Ì V = f 1; : : : ; ng:
¯

µ

°

² PG ±3² QG ÂÃ±f´¡ÌEäÀ·¹±f´•ÌfµT·�¼À±³»W±f´

¸¹±�ÂÕ¾

X

¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·
åGëhÖóåTÖ‘Y�·®´3Î ¾q´¶²w¿¶±

°

·N²?²wµTºB
¶µÀº¹¿Æ´

�

·¹µÀ²w±3¿?ËÈ¾q¿ x ÂÕ±3´•ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´�¸¹±

QG ±³²=ËÈ¾À¿ y Ìf±3ºW»D¸¹± PG:
¯

µ

°

² C ±³² S ÂÕ±3´�±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±f´=¸¹±¡Ì3Â

°

Ò'ºh±f´�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´‰±³²à¸¹±

´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´=É

°

·

°

É�¾Àº'»ƒÍ'±3²=´¶µ

°

² � (S) ÂÕ¾•É•º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²wÅ=¸¹± S 2 S:
¯

µ

°

²�±f·hÇÈ· � ±³² �
¸¹±3´‰ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·¹´‰¿¶Åf±fÂÃÂÕ±3´‰´Æºh¿ C ±³² S ¿¶±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3É‘±3·N²fÖ¹íà¸¹µTËW²wµT·¹´àÂÕ¾�·¹µq²}¾q²

°

µT·‘´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±

ËQµTº¹¿ x 2 QG :

HG(� ; � ; x) =
Q

C2C(det xC )� (C)

Q
S2S (det xS)� (S)� (S)

öcåGëhÖÔÜš€Tù



ïÀë

�

°

±f·ÓÒNº¹±?Âñ¾‘¸hÅ3ÇÈ·

°

²

°

µT·Ó¸¹± HG ·¹±?¸hÅfËQ±f·¹¸¹±>Ë¹¾À´ä¸„ÎÔº¹·#µÀ¿Æ¸¹¿¶±?É

°

´�±f·�²w¿¶±•ÂÕ±3´äÌfÂ

°

ÒNº¹±3´

±3²«±3·N²Æ¿Æ±œÂÕ±f´D´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´3Í=ÂÕ±f´«Ë¹¿¶µTË¹¿

°

Å3²ÆÅf´D¸¹± HG ´Æ±3¿ÆµT·�²«ØYµT¿¶²Æ±fÉ5±f·�²«¿Æ±3Â

°

Å3±f´«¾ÀºW»

µT¿¶¸¹¿Æ±3´•Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²w´¡ËQµT´Æ´

°

Á¹ÂÃ±f´¡´¶º¹¿ C:
X

µÀº¹¿!Ìf±3²¶²w±5¿w¾

°

´ÆµT·ƒÍ

°

Â¢¼q¾¥·¹µTºh´•ØÙ¾ÀÂÃÂÕµ

°

¿�±3·�¼

°

´w¾ÀßÀ±f¿

ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ± PG ¸¹±f´>µÀ¿Æ¸¹¿¶±f´>ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Æ´�´¶º¹¿>Âñ¾DØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ± C ¸¹±3´•ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´?É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´!¸¹º

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅ G:
ô¢»¹¾qÉ

°

·¹µT·¹´¡É‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²!ÂÃ±f´¡Ë¹¿¶µTË¹¿

°

Å3²ÆÅf´¡¸¹± HG: ã?ÎÐ¾ÀÁQµT¿Æ¸„ÍƒÂñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT· ŽhÖ•€

°

É5Ë¹Â

°

ÒNº¹±

HG(p;p; x) = (det x̂)p; HG(� p; � p; ' (y)) = (det ŷ)p

ö;x�¾ÀË¹ËQ±fÂÃµT·¹´LÒ'ºƒÎÐµT·D·¹µq²w±ä²ÆµTºB
¶µTº¹¿¶´ ' : PG ! GG Âñ¾•ØYµT·¹Ì3²

°

µT·�¿ÆÅfÌ

°

Ë¹¿¶µWÒNº¹± x = ' (y)
¸¹± x 7! x̂ � 1):

¯

º¹Ë¹ËQµT´ÆµT·h´¢É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�²/ÒNº¹± P = (C1; : : : ; Ck) ´¶µ

°

²/º¹·•µT¿¶¸¹¿Æ±ÄËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²

±f·�²Æ¿Æ±«ÂÕ±f´½Ì3Â

°

ÒNº¹±3´7öÙ±3²5·¹µq²wµT·¹´ � (Cq) = � q ±3² � (Sq) = � q):
X

µTº¹¿5´

°

É5Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿•ÂÕ±3´

·¹µÀ²w¾q²

°

µT·¹´3Í'·hµTº¹´�Å3Ìf¿

°

¼TµT·h´ M = C1 [ : : : [ Ck� 1 Ë¹ÂÕºh²ÐäÀ²LÒ'ºh± Hk� 1 Í K = Ck : ãäµÀ·¹Ì

Sk = M \ K :
Ú

ÎÐµT¿¶¸¹¿Æ±?ËÈ¾À¿¶ØÙ¾

°

² (C1; : : : ; Ck� 1)
°

·¹¸¹º

°

²�´¶º¹¿¡ÂÕ±3´¡ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´äÉ�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´

¸¹± M ±f´¶²�·¹µq²wÅ PM :
¯W°

x 2 QG ·¹µÀ²ÆµT·¹´ x1 = (x)M nK Í x3 = (x)K nM ±³² x2 = (x)M \ K : Y�·�ÅfÌ3¿

°

²

¸¹µT·hÌ

x =

2

6
4

x1 x12

x21 x2 x23

x32 x3

3

7
5 : öcåGëhÖ Ü�ÝTù

X

¾q¿�Ì3µT·¹´¶ÅfÒNº¹±f·�²

xM =

"
x1 x12

x21 x2

#

; xK =

"
x2 x23

x32 x3

#

:

†

µq²w±fì¡ÒNº¹± xM ±f´c²=º¹·¹±!É‘¾q²w¿

°

Ìf±

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±ä¸hº7ÌsäT·¹± QGM ; ¾qÂÕµT¿¶´‰ÒNº¹± xK ±f´¶²=ºh·¹±

É‘¾q²w¿

°

Ìf±ä´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±!¸¹Å3Ç¹·

°

±!ËQµT´

°

²

°

¼À±¡µT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±qÖ

í“¼À±fÌ•Ìf±3´�·¹µq²}¾q²

°

µT·¹´3Í¹µT·¥¼Tµ

°

²=¸¹µT·hÌ•ÒNº¹±

HG(� ; � ; x) = HGM (� M ; � M ; xM )(det xK )� k (det x2)� � k ;

±f·�Ì3µT·�¼T±3·È¾À·�²«Ò'ºh± � M ±³² � M ´ÆµT·�²DÂÃ±f´�¿¶±f´c²w¿

°

Ì3²

°

µT·¹´�¸¹± � ±³² � ¾ÀºW»�Ì3Â

°

Ò'ºh±f´�±³²

´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´�¸h± GM : ô:·#ØÙ¾

°

²fÍHË¹º

°

´¶ÒNº¹±•´Æº

°

¼q¾À·�²¡º¹·¹±�ØYµT¿ÆÉ•ºhÂÕ±•Ìf±f·�²�ØYµ

°

´äºW²

°

Â

°

´¶Åf±•µT·

¾ detxK = detx2 det(x3 � x32x � 1
2 x23);

°

Â„±f´c²�±3·¹ÌfµÀ¿Æ±•Ë¹ÂÕº¹´àºW²

°

ÂÃ±�¸„ÎÔÅfÌ3¿

°

¿¶±

HG(� ; � ; x) = HGM (� M ; � M ; xM )(det(x3 � x32x � 1
2 x23)) � k (det x2)� k � � k :

öcåGëhÖ ÜGŽTù

X

¾q¿ÆÉ

°

ÂÃ±f´‰ØYµT·hÌ3²

°

µT·¹´ � ±3² � µÀ·D¾Àº¹¿w¾

�

ºh²

°

Â

°

´Æ±f¿yÂÕ±3´‰ØYµT·¹Ì³²

°

µT·¹´ � (c+ 1)=2 ±³² � (s +
1)=2 ÒNº

°

´

°

ßT·

°

ÇÈ±3·N² � (C) = � (jCj + 1)=2 ±³² � (S) = � (jSj + 1)=2: ô:·5Ìf¾À´:¸„ÎÔµT¿Æ¸h¿Æ±

ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²fÍ cq ±3² sq ´ÆµT·�²�ÂÕ±3´�²}¾

°

ÂÕÂÕ±3´‰¸¹± Cq ±3² Sq:
†

µTºh´�¾qÂÕÂÕµÀ·¹´�É‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�²¡Ì3µT·¹´

°

¸¹Åf¿¶±f¿!¸¹±3ºW»�¿Æ±3É�¾q¿ÆÒNºÈ¾ÀÁ¹ÂÃ±f´

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±3´fÍ„ÒNº

°

ºW²

°

ç

Â

°

´Æ±3·N²�ÂÕ¾½Á

°


¶±fÌ³²

°

µT· x 7! x̂ � 1
±f·�²w¿¶± QG ±³² PG ¸¹º��àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±•ŽWÖ æhÍÈ±³²ä¸hÅ3ÇÈ·

°

±f´�ËÞµTºh¿

� 2 QG:
X

µTº¹¿�´

°

É‘Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿‰ÂÃ±fº¹¿=Ë¹¿¶Åf´Æ±3·�²}¾q²

°

µT·„ÍH·¹µÀº¹´=ÌfµT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆµT·h´�ÂÕ¾½É5±f´¶º¹¿Æ±•´Æºh¿ QG

´Æº

°

¼q¾À·�²w±

‡

â

Þ©Û�È1Ú£Ã©Ä›ÇIÕÉÃ

� G (dy)
Ä›ÇIÕ

PG ;
ÎCÚºÈ�Ê«Ã�Ë@Ã

� G (dx)
×nÈ3Õ

x 7! y = x̂ � 1
Ä˜Ã©ÕÉÈ1Ë@Ã�Ú£ßÒÚ£Ã`ÏÐÔ«ÑnÄ›ÎCË@Ý©Õ›Ý©Ã

È�ÇTÁ¿Ô3ÕÉÔ3ÆCÆ„È�ÎCÕ›Ã

R³R3à áIà
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ïWå

� G(dx) = HG(�
1
2

(c + 1); �
1
2

(s + 1); x)1QG dx öcåGëWÖ ïÀëTù
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°
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°

²�Ì3µTÉ‘É5±•¸È¾À·¹´�åGëhÖÔÜ�Ý�ùàµT· ¾

ÂÕ±¡¸h¿Æµ

°

²à¸„ÎÔÅfÌf¿

°

¿¶±

dx = dxM dx23dx3
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°

´Æ¾q²

°

µT·¹´àËQµTº¹¿�ÂÕ±f´�É‘±3´Æº¹¿¶±f´�¸h±
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±fÁQ±f´¶ßTº¹±•ØÙ¾

°

²w±f´�¾ÀºW»
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°
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°
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°
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°

Ç¹ÌA¾q²

°

µT·
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°

·�²wÅfßÀ¿w¾ÀÂÃ±f´à´Æº

°

¼q¾À·�²w±3´•â

I 1(� ; � ; � ) =
Z

QG

e� tr (x �̂ � 1 )HG(� ; � ; x)� G(dx) öcåGëWÖ ïWåGù

I 2(� ; � ; � ) =
Z
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e� tr (� x̂ � 1 )HG(� ; � ; x)� G(dx) öcåGëWÖ ï

˜

ù

µ�� � ±³² � ´¶µT·�²½Ì}è¹µ

°

´

°

´�ËÞµÀº¹¿>ÒNº„ÎÐ±3ÂÕÂÃ±f´•Ì3µT·�¼T±f¿¶ßT±f·�²fÖ
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µTº¹´½¾qÂÕÂÕµÀ·¹´?·¹µÀº¹´
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·�²wÅ3¿Æ±3´Æ´Æ±3¿
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·�²wÅ3ßT¿w¾qÂÕ±f´�´ÆµT·�²¥Ë¹¿¶µTËQµT¿¶²

°

µT·¹·h±fÂÕÂÃ±f´
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HG(� ; � ; � ): ô:·D¸„ÎÐ¾Àºh²Æ¿Æ±f´à²Æ±f¿ÆÉ5±f´3Í¹´

°

µT·DÌfµT·¹´

°

¸¹ò3¿Æ±¡ÂÃ±f´à¸¹±3ºW»DµTËQÅf¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´ K 1 ±3² K 2

´Æºh¿�Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf±!¸¹±�•

°

ÂÕÁQ±f¿¶² L2(� G) ¸¹Å³ÇÈ·

°

´�Ë¹¾À¿

K 1(f )( � ) =
Z

QG

e� tr (x �̂ � 1 ) f (x)� G(dx); K 2(f )( � ) =
Z

QG

e� tr (� x̂ � 1 ) f (x)� G(dx);

·¹µTºh´?¾ÀÂÃÂÕµT·h´•Å³²wº¹¸

°

±f¿•Ìf±3¿¶²w¾

°

·¹±3´•¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿¶´�¸h± (� ; � ) ²w±3ÂÕÂÃ±f´!ÒNº¹± HG(� ; � ; :) ´Æµ

°

²•º¹·¹±

ØYµT·¹Ì³²

°

µT·ÓË¹¿¶µTË¹¿¶±•ËÞµÀº¹¿ K 1 µTº K 2:
Ú

¾
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¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·]åGëhÖÐá�¸¹µT·¹·¹¾

°

²�º¹·¹±

°

ÂÕÂÃº¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·

¸¹±7Ìf±#Ë¹èhÅf·¹µTÉ5òf·h±Ó¸È¾À·h´�ÂÕ±«ÌA¾À´ k = 1 ±3·�É‘µT·�²Æ¿w¾À·�²‘Ò'ºƒÎ ¾ÀÂÃµT¿Æ´ y 7! (det y)p
±³²

x 7! (det x) � p
´ÆµT·�²•¸h±f´�ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·¹´•Ë¹¿¶µTË¹¿Æ±3´•¸¹± K 1 ±³² K 2 ËÞµÀº¹¿?ÂÕ¾«É5ÊfÉ5±5¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿

Ë¹¿¶µTË¹¿Æ± � r (p); ¾A¼T±fÌ p > (r � 1)=2:
X

µTºh¿ k � 2 ÂÕ¾!´

°

²ÆºÈ¾q²

°

µT·>±f´c²yË¹ÂÕº¹´:Ì3µTÉ5Ë¹Â

°

Ò'ºhÅf±ÀÖTôÄ·½ØÙ¾

°

²AÍ

�

Ì}èÈ¾qÒ'ºh±�µT¿¶¸¹¿Æ±=ËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

²

P 2 PG ·hµTº¹´=¾ÀÂÃÂÕµT·¹´L¾À´¶´Æµ'Ì

°

±3¿�¸¹±3ºW»DµTºh¼À±f¿c²w´ AP ±³² BP ¸¹±�é x

k+1
ØYµÀ¿ÆÉ5Åf´‰¸h± (� ; � )

²w±3ÂÕ´:ÒNº¹± HG(� ; � ; :) ´Æµ

°

²1¼T±3Ì3²Æ±fº¹¿LË¹¿ÆµTËh¿Æ±àËQµTº¹¿ K 1 µTº K 2 ¿Æ±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3É‘±3·�²AÍN±3²Ä·¹µÀº¹´

¾ÀÂÃÂÕµT·¹´�ÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±f¿�ÂÕ±3´�¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿¶´äË¹¿¶µTË¹¿Æ±3´ � 1(� ; � ) ±³² � 2(� ; � ) Ì3µT¿Æ¿¶±f´¶ËÞµT·h¸È¾À·�²w±3´fÖ

†

µTº¹´

¾ÀÂÃÂÕµT·¹´/±•»hÌ3ÂÕº¹¿¶±‰ÂÃ±LÌf¾À´ k = 1 öÙÌqÎÐ±3´¶²
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¿¶±L´¶º¹Ë¹ËQµT´Æ±3¿ G ·¹µT·•Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕ±³²•ù³ÍG¸ƒÎ ¾ÀÁQµT¿¶¸?ËÈ¾À¿¶Ìf±

ÒNº¹±

°

Â1±3´¶²•²w¿w¾

°

²wÅ>Ë¹¾À¿!Âñ¾
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¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·(åGëhÖÐáhÍ„±f·h´Æº

°

²w±5ËÈ¾À¿ÆÌ3±‘ÒNº„Î

°

Â:±3´¶²•¿w¾q¸

°

Ìf¾ÀÂÕ±3É‘±3·N²

¸
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Å3¿Æ±f·�²‘¸¹º Ìf¾À´ k � 2; Ëhº

°

´¶Ò'ºh±ÓÂñ¾#¼q¾À¿

°

Å3²ÆÅ7¸h±f´‘¼À±fÌ³²w±fºh¿Æ´�Ë¹¿¶µTË¹¿¶±f´�Ë¹¾À´Æ´¶±#¸¹±«Âñ¾

¸
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°
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�
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°
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°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ¡ÌfµÀ·¹·¹±³»W±•·¹µT·«ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÍÈ´¶µ

°

² P =
(C1; : : : ; Ck) ºh·7µT¿¶¸¹¿Æ±¡Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²à¸¹± C ±³²�´¶µ

°

² (S2; : : : ; Sk) Âñ¾•´Æº

°

²w±¡¸h±f´�´ÆÅfË¹¾À¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´

É

°

·

°

É�¾Àº'»‘¾À´Æ´¶µWÌ

°

Åf±qÖ^Y�·D·¹µÀ²w± J (P; S) Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±�¸¹±f´ j = 2; : : : ; k ²Æ±fÂÃ´�ÒNº¹± Sj =
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¯

µ

°

² AP ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±•¸¹±f´ (� ; � ) Í¹ØYµT·hÌ3²
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²w±3ÂÕÂÃ±f´àÒNº¹± � (C) > jC j� 1
2 ËQµTº¹¿�²wµÀºh² C 2 C; ±3²à²w±3ÂÕÂÃ±f´àÒNº¹±

� 1 +
X

j 2 J (P;S2)

� j > � (S2)� 2 +
s2 � 1

2
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íäÂÃµT¿Æ´!ËQµTº¹¿ � 2 QG ±³²?ËQµTº¹¿ (� ; � ) 2 AP Â—Î

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ± I 1(� ; � ; � ) Ì3µT·�¼T±3¿ÆßT±�±³²?ÂÕ¾

ØYµT·¹Ì³²

°

µT· HG(� ; � ; :) ±f´c²äº¹·h±!ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·¥Ë¹¿¶µTË¹¿¶±•¸h± K 1 ËQµTº¹¿=Âñ¾?¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿àËh¿ÆµTË¹¿¶±

� 1(� ; � ) = �
1
2 (( c1 � s2)s2+

P k
j =2

(cj � sj )sj ) � s2

0

@� � (S2)� 2 + � 1 +
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j 2 J (P;S2)
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� c1 � s2 (� 1 �
s2

2
)
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2
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= � s2

0
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1
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� sq (� q)
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°

µT·
¿ÆÅfÌ

°

Ë¹¿¶µWÒNº¹± � = ' (y) ¸¹± y = �̂ � 1
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¿Æ±³ØYµT¿ÆÉ?º¹ÂÕ±�ÂÃ±�²wè¹Å3µT¿Æò3É‘±!±3·7¸
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´w¾À·�²=ÒNº¹±•ËÞµÀº¹¿ y 2 PG ±³²�ËÞµTºh¿ (� ; � ) 2 AP µT·7¾

Z

QG

e� tr xy H (� ; � ; x)� G(dx) = � 1(� ; � )HG(� ; � ; ' (y)) : öcåAëhÖÐïÀá�ù

érÂzËÞ±3ºh²�Ê3²Æ¿Æ±!Ë¹ÂÕºh´=¾ÀßT¿ÆÅf¾ÀÁ¹ÂÃ±¡¸„Î

°

·�²w¿Æµ'¸¹º

°

¿Æ±�ÂÃ±f´=ÒNºÈ¾À·�²

°
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 (P; S) = � � (S)� (S) +
X

j 2 J (P;S)

� j pour S 6= S2


 (P; S2) = � � (S2)� 2 + � 1 +
X

j 2 J (P;S)

� j
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¾�¸¹±3´ÆÌf¿

°

Ëh²

°

µT·•¸¹± AP ´Æ±ÄØÙ¾

°

²[¾ÀÂÃµT¿Æ´/ËÈ¾À¿ � j > (cj � 1)=2 ËQµTº¹¿z²ÆµTºh² j = 1; : : : ; k;

 (P; S) = 0 ´

°

S 6= 2 ±3² 
 (P; S2) > (s2 � 1)=2:
ér·¹´

°

´¶²ÆµT·¹´�´¶º¹¿àÂÕ±�ØÙ¾

°

²LÒNº¹±�ËÈ¾À¿‰¸¹Å3ÇÈ·

°

²

°

µT·�ÂÕ¾�ØYµT·¹Ì³²

°

µT· � 1 ¸¹ÅfËQ±f·h¸D¾ÀË¹ËÈ¾À¿¶±fÉ5É‘±3·�²

¸¹±�ÂÏÎÔµT¿Æ¸h¿Æ±=ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Ä¾qÉ•Á

°

¾q·N² P: �“µTºh²w±³ØYµ

°

´ÄÂÕ¾¡ØYµÀ¿ÆÉ•º¹ÂÃ±¡åGëhÖ ïÀá!É‘µT·�²Æ¿Æ±=ÒNº¹±ä´

°

(� ; � ) 2
AP \ AP 0

¾ÀÂÕµÀ¿Æ´�ÂÃ±f´!¸¹Å3Ç¹·

°

²

°

µT·¹´ P ±3² P0
ËÞµTºh¿ � 1(� ; � ) Ìfµ

°

·¹Ì

°

¸¹±f·�²AÖ/ã�µT·¹Ì � 1 ±f´c²

º¹·¹±�ØYµT·¹Ì3²

°

µT·¥Á

°

±f·�¸¹Å3ÇÈ·

°

±¡´Æºh¿ [ P 2P G AP :
†

µq²wµT·¹´�¾Àº¹´Æ´

°

ÒNº¹±¡ÂÕ±3´�¸¹±3ºW»¥±•»hËh¿Æ±f´¶´

°

µT·¹´

¸¹µT·h·¹Åf±3´�¸¹± � 1 Ìfµ

°

·¹Ì

°

¸¹±f·�²!Á

°

±f·ûâ„Âñ¾�ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±�åGëhÖÔÜ�æD¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹Åf±

�

m = cq � sq ±³²

n = sq ±³»WË¹Â

°

ÒNº¹±�ÂÕ¾•¸

°

´¶ËÈ¾À¿

°

²

°

µT·�¸h±¡Âñ¾•Ë¹º

°

´Æ´Æ¾À·¹Ìf±¡¸h± � : ô:·DËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿fÍN´

°

ÂÕ±3´ � q ±³²

� q ´ÆµÀ·N²=²ÆµTº¹´=Åfß�¾qºW»

�

º¹·7É5ÊfÉ5±�·¹µÀÉ•Á¹¿Æ± p > maxq
cq � 1

2 ; ÂÕ±¡·hµTÉ•Á¹¿¶±

� 1(p;p) =
Q k

q=1 � cq (p)
Q k

q=2 � sq (p)
öcåGëhÖÐïqÜ�ù

·¹±!¸¹Å3ËÞ±3·¹¸7Ë¹¾À´=¸¹±!ÂÏÎÔµT¿Æ¸¹¿¶±¡ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

² P:
†

µTº¹´=ºh²

°

Â

°

´Æ±3¿ÆµT·¹´‰Ìf±fÂÕ¾

�

ÂÕ¾•´Æ±fÌ³²

°

µT·œåAáhÖ

×‰±¡²wè¹Å3µT¿Æò3É‘±!±f´c²�¾À´Æ´¶±fì•Å3²w¿Æ¾À·¹ßT±!ËQµTº¹¿àÒNº¹±•·¹µTº¹´=Â—Î

°

ÂÕÂÕºh´¶²w¿

°

µT·h´L¸„ÎÔº¹·«±³»W±fÉ5Ë¹ÂÃ±ÀÖ
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×‰µT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆµT·¹´ G ²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ

�

æ‘´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´�¸¹µÀ·N²äÂÕ±3´�Ì3Â

°

ÒNº¹±3´�É‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ±3´�´ÆµT·�²�¿Æ±3´ÆËQ±fÌ3²

°

¼À±fÉ5±f·�²

A = f 1; 2; 3g; B = f 1; 2; 4g; C = f 1; 2; 5g; D = f 2; 6g:

Y�·�¼Àµ

°

²«ÒNº¹±]ÂÕ±f´«´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´«É

°

·

°

É‘¾ÀºW»�´ÆµÀ·N² U = f 1; 2g ±³² V = f 2g ¾A¼À±fÌ

� (U) = 2 ±3² � (V ) = 1: Y�·7¼Àµ

°

²ä¾Àº¹´¶´

°

ÒNº¹±�ÂÕ±3´

˜

Ü‘µT¿Æ¸h¿Æ±f´�ËÞµÀ´Æ´

°

Á¹ÂÕ±3´�¸h±f´äÜ‘ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´

´ÆµÀ·N²�²wµÀº¹´=ËÈ¾À¿¶ØÙ¾

°

²w´3ÖH×‰µTÉ5É‘± A; B; C 
¶µTº¹±3·N²�¸¹±3´�¿‰äTÂÕ±3´=´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´�·¹µTºh´�·ƒÎ ¾ÀÂÃÂÕµT·h´

ÌfµÀ·¹´

°

¸¹Åf¿¶±f¿=ÒNº¹±�Ü½¸¹±3´=µT¿Æ¸¹¿¶±f´=ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Æ´fÍ

�

´Æ¾G¼Àµ

°

¿

P1 = (A; B ; C; D); P2 = (A; B ; D; C); P3 = (A; D; B ; C); P4 = (D; A; B ; C)

Y�·#ÅfÌ3¿

°

²¡¾ÀÂÃµT¿Æ´�ËÞµÀº¹¿äÌ}èÈ¾qÌfº¹·�ÂÏÎÔµT¿¶¸¹¿Æ±•ÌfµT¿¶¿Æ±3´ÆËQµT·¹¸È¾À·�²¡¸h±f´¡´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´�±³²¡º¹·¹±�¸¹±f´kç

Ìf¿

°

Ëh²

°

µT·¥¸h±f´�±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±f´ APi ö

�

Âñ¾ÀÒNº¹±3ÂÕÂÕ±

°

Â„ØÙ¾Àºh²�¾•
¶µTºh²w±3¿ � (A); � (B ); � (C) > 1 ±3²

� (D) > 1=2)

A B C D
U U V

� (D) = � (V) � (A) + � (B) + � (C) > 2� (U) + 1

A B D C
U V U

� (D) = � (V) � (A) + � (B) + � (C) > 2� (U) + 1

A D B C
V U U

� (B) + � (C) = 2� (U) � (A) + � (D) > � (V) +
1
2

D A B C
V U U

� (B) + � (C) = 2� (U) � (D) + � (A) > � (V) +
1
2

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af–š1ð
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×‰±fÂÃÂÕ±DÌ

°

´¶±7ØÙ¾

°

²>±f·
Ë¹ÂÕºh´

°

±3º¹¿Æ´½Å³²}¾ÀËQ±f´3Ö

X

µÀº¹¿�´

°

É‘ËhÂ

°

Ç¹±f¿5ÂÕ±f´‘·¹µÀ²w¾q²

°

µT·¹´�·hµTº¹´¥ÅfÌ3¿

°

¼TµT·¹´‘²wµTºB
¶µÀº¹¿Æ´ M = C1 [ : : : [ Ck� 1;
K = Ck ±3²=¸¹µÀ·¹Ì M \ K = Sk : Y�·«Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±¡¾qÂÕµT¿¶´�ÂÕ±3´àÅfÂÕÅ3É‘±3·�²w´à¸¹± QG ÌfµTÉ5É‘±

±³»WË¹Â

°

ÒNº¹Å!±f·]åGëhÖ Ü�ÝWÖ

GN� ��#"�Eâ

D

¯W°

x2 ±f´c²=Çh»WÅ�¸¹Å³ÇÈ·

°

ËQµT´

°

²

°

ØkÍhÌfµÀ·¹´

°

¸¹Åf¿¶µT·¹´=ÂÏÎ

°

·�²wÅ3ßT¿w¾qÂÕ±

F (x2) =
Z

e� tr (xK � � 1
K )(det xK )� k � (ck +1) =2dx23dx3

µ��ûÂÕ±¥¸¹µÀÉ�¾

°

·¹±¥¸„Î

°

·�²wÅ3ßT¿w¾ ²

°

µÀ·Û±f´¶²‘ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±¥¸¹±3´ (x23; x3) ²w±3ÂÕ´>ÒNº¹± x0
3 = x3 �

x32x � 1
2 x23 ´¶µ

°

²/¸hÅ3ÇÈ·

°

ËQµT´

°

²

°

ØƒöÙÂñ¾à·¹µq²}¾q²

°

µT· x0
3 ±f´c²¢Ë¹ÂÃº¹´/ÌfµTÉ5É5µW¸¹±

°

Ì

°

Ò'ºh±LÂÕ¾�·¹µÀ²}¾ ²

°

µÀ·

x(33)2 ¸h±•ÂÕ¾•¸¹ÅfÉ5µT·¹´c²w¿Æ¾q²

°

µT·D¸¹±!Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·œŽhÖ•€Tù³Ö

×�¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕµÀ·¹´z¾ÀÂÃµT¿Æ´ F (x2):
X

µTº¹¿zÒNº¹±fÂÃÒNº¹±f´

°

·¹´c²}¾À·�²Æ´fÍA·¹µÀº¹´zÅfÌ3¿

°

¼ÀµT·¹´ � � 1
K =

"
t2 t23

t32 t3

#

:

Y�·ÛØÙ¾

°

²>ÂÃ±�Ì}èÈ¾À·hßT±fÉ5±f·�²5¸¹±¥¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÕ± (x23; x3) 7! (x23; x0
3) ±3²½¸hµT·¹Ì dx23dx3) =

dx23dx0
3:

Ú

±•¸hµTÉ�¾

°

·¹±�¸ƒÎ

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾q²

°

µT·¥±f´c²�¾ÀÂÕµT¿¶´àº¹·«Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²à¸„ÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±f´3ÖÞã�±•ËhÂÕº¹´

e� tr (xK � � 1
K )(det xK )� k � (ck +1) =2 = e� tr (x2 t2 )(det x2)� k � (ck +1) =2

� e� 2tr t32 x23 � tr (x32 x � 1
2 x23 t3 )

� e� tr (x0
3 t3 )(det x0

3)� k � (ck +1) =2



ïqÜ

¸¹µT·hÌ F (x2) ±3´¶²:ºh·>Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²¢¸¹±‰¸¹±fºW»

°

·�²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±3´fÖ

Ú

¾�Ë¹¿Æ±3É

°

òf¿Æ±L´Æ±�Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±

�

Â—Î ¾

°

¸¹±y¸¹±

Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·ÓåGëWÖ

˜

¾qË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹Åf±

�

a = t3 b= x � 1
2 ;

�

y = t23 ±³²àÂñ¾•´Æ±3ÌfµT·¹¸h±

�

ÂÏÎÐ¾

°

¸¹±

¸¹±yÂñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·½åGëhÖÐá�¾ÀËhË¹Â

°

Ò'ºhÅf±

�

r = ck � sk
�

p = � k � 1
2(ck + 1)+ 1

2(ck � sk + 1)
±3²�±3·7¿¶±fÉ5Ë¹Âñ¾ÀÌf¾À·�² � ËÈ¾À¿ t3: Y�·«µTÁh²

°

±f·�²�¾

°

·¹´

°

F (x2) = Ce� tr (x2 t2 )(det x2)� k � 1
2 (ck +1)

� etr (t32 x2 t23 t � 1
3 )(det x2)

1
2 (ck � sk )(det t3)

sk
2

� (det t3)� � k + 1
2 (ck +1) � 1

2 (ck � sk +1)

= Ce� tr (x2(t2 � t23 t � 1
3 t32 )) (det x2)� k � 1

2 (sk +1) (det t3)� � k

= Ce� tr (x2 � � 1
2 )(det x2)� k � 1

2 (sk +1) (det � 3 � � 32� � 1
2 � 23)� k

= Ce� tr (x2 � � 1
2 )(det x2)� k � 1

2 (sk +1) (det � K )� k (det � 2)� � k

µ��

C = �
1
2 sk (ck � sk ) � ck � sk (� k �

sk

2
) =

� ck (� k)
� sk (� k)

: öcåGëhÖÐïTïÀù

†

µq²wµT·¹´àÒNº¹±•ÂÏÎ

°

·�²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ± F (x2) ÌfµT·�¼T±3¿ÆßT±�´

°

±³²=´Æ±fºhÂÕ±fÉ5±f·�²�´

°

� k > ck � 1
2 :

GN� ��#"�äã

D

Ú

±!Â

°

±f·¥±3·N²Æ¿Æ± I 1 ±3² F (x2) ±f´c²=ØYµTº¹¿Æ·

°

ËÈ¾À¿

I 1(� ; � ; � ) =
Z

QG M

e� tr (xM � � 1
M )+tr (x2 � � 1

2 )HGM (� M ; � M ; xM )(det x2)� � k + 1
2 (sk +1) F (x2)� GM (dxM ):

ãäµT·hÌ•¸ƒÎ ¾ÀËh¿Æòf´=ÂÕ¾½Ëh¿Æ±fÉ

°

ò3¿Æ±¡Å³²}¾ÀËQ±½â

I 1(� ; � ; � ) = C(det � K )� k (det � 2)� � k

�
Z

QG M

e� tr (xM � � 1
M )HGM (� M ; � M ; xM )(det x2)� k � � k � GM (dxM ):öcåGëhÖÐïÀæTù

GN� ��#"�5å

D

†

µTº¹´�É5µT·�²w¿¶µT·¹´‰¸¹¾À·¹´�Ì3±3²Æ²Æ±¡Å3²w¾ÀËÞ±�ÂÕ±�¿ÆÅf´¶º¹ÂÃ²w¾q²�¸hº�²wè¹Å3µT¿Æò3É‘±�¸È¾À·¹´�ÂÃ±äÌf¾À´

k = 2: Y¡·D´¶º¹Ë¹ËQµT´Æ±•¸¹µT·¹Ì!ÒNº¹± M ±3´¶²�¾Àº¹´¶´

°

º¹·¹±!Ì3Â

°

ÒNº¹±¡É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÃ±ÀÖ

X

µTº¹¿=ÒNº¹±3ÂÕÒNº¹±f´

°

·h´¶²}¾q·N²Æ´fÍÈ·¹µÀº¹´=ÅfÌf¿

°

¼ÀµT·¹´ � � 1
M =

"
s1 s12

s21 s2

#

: íäÂÃµT¿Æ´¡åAëhÖ ïqæ½¸h±3¼

°

±3·N²

(det � K )� k (det � 2)� � k C
Z

QG M

e� tr (x1s1)� 2tr (x21 s12 )� tr s2x2 (det x2)� 2 � � 2 (det xM )� 1 � c1 +1
2 dxM :

ô:·
ËQµT´Æ¾À·�² x0
1 = x1 � x12x � 1

2 x21 Í:±f·
±³»WË¹ÂÃµ

°

²w¾À·�² detxM = detx2 detx0
1 ±³²5±f·

ØÙ¾

°

´w¾À·�²�ÂÃ±�Ì}èÈ¾À·hßT±fÉ5±f·�²�¸¹±�¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ± (x12; x1) 7! (x12; x0
1) ¸¹±3´�Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ´L±f·�²

°

òf¿¶±fÉ5±f·�²
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ïTï

¾À·È¾qÂÕµTßTºh±f´

�

Ìf±3ºW»�ÒNº

°

µT·�²�¸hµT·¹·¹Å�Â—ÎÐ±•»WË¹¿Æ±3´Æ´

°

µT·�±•»hËhÂ

°

Ì

°

²Æ±�¸¹± F (x2) ËhÂÕº¹´LèÈ¾Àºh²LØYµTº¹¿cç

·

°

´Æ´Æ±3·�²�ÂÃ±¡¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²=¼TµÀº¹ÂÕº„Í¹¾G¼À±fÌ•Âñ¾•¼q¾ÀÂÕ±3º¹¿�Ë¹¿¶µTË¹¿¶±

� 1(� 1; � 2; � 2) = �
s2
2 (c1+ c2 � 2s2 ) � c1 � s2 (� 1 �

s2

2
)� c2 � s2 (� 2 �

s2

2
)� s2 (� 1 + � 2 � � 2)

=
� s2 (� 1 + � 2 � � 2)� c1 (� 1)� c2 (� 2)

� s2 (� 1)� s2 (� 2)
:

†

µq²wµT·¹´àÒNº¹±•ÂÏÎ

°

·�²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±�ÌfµT·�¼T±3¿ÆßT±!´

°

±3²�´Æ±3º¹ÂÕ±3É‘±3·N²=´

°

� i > ci � 1
2 ±3² � 1 + � 2 � � 2 >

s2 � 1
2 :

Ú

±!Ìf¾À´ k = 2 ±f´c²ä¸¹µÀ·¹Ì¡²w±f¿¶É

°

·¹ÅÀÖ

GN� ��#"�äæ

D

†

µTºh´�É5µT·�²w¿¶µT·¹´�±f·hÇÈ·7ÂÕ±!¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂ/ËÈ¾À¿=¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±•´¶º¹¿ k: ×äÎÐ±3´¶²

¼'¿w¾

°

ËÞµTºh¿ k = 2 ËÈ¾q¿:Âñ¾�²Æ¿Æµ

°

´

°

ò3É‘±LÅ3²w¾ÀËÞ±qÍT±3²1´Æº¹Ë¹ËQµT´¶µT·¹´ÄÂÕ±�¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²1¼'¿w¾

°

ËÞµTºh¿ k � 1:
Y�·D¸

°

´c²

°

·hßTº¹±¡¾ÀÂÃµT¿Æ´LÂÕ±3´�²w¿Æµ

°

´�Ìf¾À´ � (Sk) = 1; � (Sk) > 1 ±3² Sk 6= S2 
 � (Sk) > 1 ±³²

Sk = S2:
Ú

± ÌA¾À´ � (Sk) = 1 ±3´¶²¥ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÃ±�â‰Ëhº

°

´¶Ò'ºh± Ò'ºh± k > 2 Í‰µT·)¾®¸hµT·¹Ì Sk 6= S2:
Ú

ÎÐè�ê'ËQµÀ²wè¹ò3´Æ±]±f·�²w¿Æ¾:9ñ·h± � k = � k ±3²DÂ—Î

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±œåGëhÖÐïÀæÛ¿w¾qÉ‘ò3·¹±�¾Àº�ÌA¾q´ k � 1 ±3²

ÂÏÎÔè�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±�¸h±•¿¶ÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±�ËQ±f¿¶É‘±³²=¸¹±!ÌfµT·¹Ì3ÂÕº¹¿¶±ÀÖ

¯W°

� (Sk) > 1 ±3² Sk 6= S2 ÂÏÎ

°

·�²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±•åAëhÖÐïÀæ>É‘µT·�²Æ¿Æ±!ÒNº¹±

I 1(� ; � ; � ) = C
(det � K )� k

(det � 2)� k
I GM (� M ; � 0; � ) öcåGëWÖ ï�€Àù

¾A¼T±3Ì � 0(S) = � (S) ´

°

S 6= Sk ±3² (� (Sk) � 1)� 0(Sk) = � k � � k : ×‰µTÉ‘É5±�ËÈ¾q¿

è�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶± � (Sk)� k =
P

j 2 J (P;Sk ) � j µT·7¾½¸hµT·¹Ì

(� (S) � 1)� 0(S) =
X

j 2 J (PM ;S)

� j

ËQµTº¹¿>ÂÏÎÔµT¿¶¸¹¿Æ±¥ËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

² PM = (C1; : : : ; Ck� 1) ¸¹ºûßT¿w¾ÀËhè¹± GM :
Ú

¾ ¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf±«±f´c²

¸¹µT·hÌ•Å³²w±3·¹¸¹º¹±qÖ

¯W°

� (Sk) > 1 ±³² Sk = S2 ÂÕ¾‘ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±‘åGëhÖ ï�€‘±3´¶²!±f·hÌfµT¿¶±•¼À¾qÂñ¾ÀÁ¹ÂÃ±ÀÍHÉ‘¾

°

´�ÌfµTÉ5É‘±

Sk = S2 µÀ·�·„ÎÐ¾?ËÈ¾À´

�

´¶±�´ÆµTºhÌ

°

±3¿L¸h±�ÌfµT·�²Æ¿w¾

°

·N²Æ±�¸hº�²rê'ËÞ± � (Sk)� k =
P

j 2 J (P;Sk ) � j :
Ú

±¯�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±½åGëhÖÔÜ5±3´¶²�É5µT·�²w¿ÆÅqÖ

†

µTºh´¢ØÙ¾

°

´¶µT·¹´[É�¾

°

·�²w±f·¹¾À·�²1Âñ¾�É‘Ê3É‘±LÌ}è¹µT´¶±=¾G¼À±fÌàÂ—Î

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ±Ä¸¹±à¸h±fºW»

°

ò3É‘±L±f´¶ËÞò3Ìf±

I 2(� ; � ; � ):

jlk
oš\^[nm5pq™�k�¶jiœ\~i

¯

µ

°

² G º¹·7ßT¿w¾ÀËhè¹±¡²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ¡ÌfµÀ·¹·¹±³»W±•·¹µT·«ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²AÍÈ´¶µ

°

² P =
(C1; : : : ; Ck) ºh·7µT¿¶¸¹¿Æ±¡Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²à¸¹± C ±³²�´¶µ

°

² (S2; : : : ; Sk) Âñ¾•´Æº

°

²w±¡¸h±f´�´ÆÅfË¹¾À¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´

É

°

·

°

É�¾Àº'»D¾À´¶´Æµ'Ì

°

Å3±ÀÖ

¯W°

S 2 S µT·Ó·¹µq²w± J (P; S) ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±•¸¹±f´ j = 2; : : : ; k ²w±3ÂÕ´

ÒNº¹± Sj = S:
¯

µ

°

² BP Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±à¸h±f´ (� ; � ) Í ØYµT·¹Ì3²

°

µT·h´:´Æº¹¿ C ±3² S Í�²w±3ÂÕÂÕ±3´1ÒNº¹±=ËQµTº¹¿

²wµÀºh² S ¸

°óõ

Å3¿Æ±f·�²=¸¹± S2 µT·7¾

°

²

� (S)( � (S) +
1
2

(jSj + 1)) =
X

j 2 J (P;S)

(� j +
1
2

(cj + 1));



ïÀæ

²w±3ÂÕÂÃ±f´�ÒNº¹± � � q > 1
2(cq � sq � 1) ËQµTº¹¿�²ÆµTºh² q = 2; : : : ; k ¾

°

·¹´

°

ÒNº¹± � � 1 >
1
2(c1 � sq � 1); ±3²=²w±3ÂÕÂÕ±3´àÒNº¹±

� � 1 �
1
2

(c1 + 1) +
X

j 2 J (P;S2)

(� � j �
1
2

(cj + 1)) + � (S2)( � 2 +
1
2

(s2 + 1)) > 0:

íäÂÃµT¿Æ´!ËQµTº¹¿ � 2 QG ±³²•ËQµTº¹¿ (� ; � ) 2 BP Â—Î

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾ÀÂÕ± I 2(� ; � ; � ) Ì3µT·�¼T±3¿ÆßT±�±³²?ÂÕ¾

ØYµT·¹Ì³²

°

µT· HG(� ; � ; :) ±f´c²äº¹·h±!ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·¥Ë¹¿¶µTË¹¿¶±•¸h± K 2 ËQµTº¹¿=Âñ¾?¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿àËh¿ÆµTË¹¿¶±

� 2(� ; � ) = �
1
2 (( c1 � s2)s2+

P k
j =2

(cj � sj )sj )

� s2 (� (S2)( � 2 +
1
2

(s2 + 1)) +
s2 + 1

2
� � 1 �

1
2

(c1 + 1) +
X

j 2 J (P;S2)

(� � j �
1
2

(cj + 1)))

� c1 � s2 (� � 1)
kY

j =2

� cj � sj (� � j )

íî™5pqt4[Bï~ð!™5`�i

Y�·]¿Æ±3ØYµÀ¿ÆÉ•º¹ÂÃ±>ÂÕ±>²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±5±3·œ¸

°

´w¾q·N²•ÒNº¹±5ËÞµÀº¹¿ x 2 QG ±³²•ËÞµTºh¿

(� ; � ) 2 BP µT·«¾

Z

PG

e� tr xy H (� ; � ; ' (y)) � G(dy) = � 2(� ; � )HG(� ; � ; x); öcåGëWÖ ïqÝ�ù

µ�� � G(dy) ±f´c²àÂÏÎ

°

É‘¾ÀßT±à¸h± � G(dx) ËÈ¾À¿ x 7! y = x̂ � 1
±³²�±f´c²àÌA¾qÂÕÌfºhÂÕÅf±�¾ÀºD×‰µÀ¿ÆµTÂÃÂñ¾

°

¿Æ±

åTåTÖÐá‘Ì

°

¸h±f´Æ´¶µTº¹´3Ö

X

¾q¿ä´ÆµÀº¹Ì

°

¸¹±?´cê'É‘Å³²w¿

°

±•¾A¼T±3Ì�åGëhÖÐïÀá‘µT·#¾5¿Æ±fÉ5Ë¹ÂÕ¾ÀÌfÅ � ËÈ¾q¿ x ¸¹¾À·¹´

åGëhÖÐïÀÝWÖ�×‰µTÉ5É5±Ó¾Àº �àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±�åGëWÖÐÜ¹ÍÄµT·�µTÁ¹´Æ±3¿¶¼À± Ò'ºh± � 2 ±f´c²�º¹·¹±7ØYµT·¹Ì3²

°

µT·
Á

°

±3·

¸¹Å³ÇÈ·

°

±!´¶º¹¿ [ P 2P G BP :
érÂzËÞ±3ºh²�Ê3²Æ¿Æ±!Ë¹ÂÕºh´=¾ÀßT¿ÆÅf¾ÀÁ¹ÂÃ±¡¸„Î

°

·�²w¿Æµ'¸¹º

°

¿Æ±�ÂÃ±f´=ÒNºÈ¾À·�²

°

²wÅ3´

~� j = � � j �
1
2

(cj + 1)

~� j = � � j �
1
2

(sj + 1)

~
 (P; S) = � � (S) ~� (S) +
X

j 2 J (P;S)

~� j pour S 6= S2

~
 (P; S2) = � � (S2) ~� 2 + ~� 1 +
X

j 2 J (P;S)

~� j

Ú

¾�¸¹±3´ÆÌ3¿

°

ËW²

°

µÀ·�¸¹± BP ´Æ±ÄØÙ¾

°

²“¾qÂÕµT¿¶´“Ë¹¾À¿ ~� j > � 1� sj =2 ËQµTº¹¿z²wµTºW² j = 2; : : : ; k;
~� 1 > � 1 � s2=2; ~
 (P; S) = 0 ´

°

S 6= 2 ±3² ~
 (P; S2) > 0:
†

µÀ²Æ±fì?ÒNº¹±?Âñ¾‘´cê'É‘Å³²w¿

°

±

(� ; � ) 7! ( ~�; ~� ) ·¹±•²w¿Æ¾À·¹´cØYµT¿ÆÉ5±•ËÈ¾À´ BP ±3· AP ±3²¡ÒNº¹± � 1( ~�; ~� ) 6= � 2(� ; � ): Y�·

ËQ±fºh²=²w¿¶µTºh¼À±f¿=ÒNº¹± � 2(� ; � ) ±f´¶²�É5µ

°

·h´

°

·�²

°

É

°

¸È¾À·�²�ÒNºÈ¾À·h¸

°

Â„±f´c²�Å3Ìf¿

°

²

� 2(� ; � ) = � s2 (
1
2

(s2+1)+ ~
 (P; S2)) �
1
2 (( c1 � s2)s2 � c1 � s2 (� � 1)

kY

j =2

�
1
2 (cj � sj )sj ) � cj � sj (� � j )
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ï�€

ã�²

°

Â

°

´Æ±3¿¢Ì3µTÉ‘É5±=¾Àº¤�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±!åGëhÖÔÜ!ÒNº¹± �
1
2 (( c� s)s� c� s(p� s

2) = � c(p)=� s(p) ·„Î ¾qËWç

ËQµT¿¶²Æ±¡ËÈ¾À´=ßT¿w¾q·¹¸7´

°

É5Ë¹Â

°

ÇÈÌA¾ ²

°

µÀ·„Ö

H

°

·¹¾ÀÂÕ±3É‘±3·N²fÍ¹ÂÕ±•ÌA¾q´�µ��

°

Âz±•»

°

´¶²Æ± p > 0 ²Æ±fÂ/ÒNº¹±?ËQµTº¹¿=²wµTºh´ j µÀ·#¾ ~� j = ~� j = p
¼q¾>´fÎÐ¾G¼ÀÅf¿¶±f¿

°

É‘ËQµT¿c²}¾À·�²

�

Âñ¾•´¶±fÌ³²

°

µÀ·œåGáWÖÈã�¾À·¹´=Ì3±•Ìf¾À´fÍÈ±3·ÓÌ3µT·�¼T±f·¹¾À·�² s1 = s2

� 2(� ; � ) = � s2 (p +
1
2

(s2 + 1))
kY

j =1

�
1
2 (cj � sj )sj ) � cj � sj (p +

1
2

(cj + 1)) öcåAëhÖ ï:Ž�ù
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·¹µTºh´«ÂÃ± É‘µÀ·N²Æ¿ÆµT·h´¥±f·�Ü
Å³²}¾ÀËQ±f´3Ö'Y¡·�ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±#²wµTº�
¶µTº¹¿Æ´¥ÂÃ±f´DÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´D¸¹± QG

ÌfµÀÉ‘É5±¡±f·]åGëhÖ Ü�ÝhÖ

GN� ��#"�Eâ

D

¯W°

x2 ±f´c²=Çh»WÅ�¸¹Å³ÇÈ·

°

ËQµT´

°

²

°

ØkÍhÌfµÀ·¹´

°

¸¹Åf¿¶µT·¹´=ÂÏÎ

°

·�²wÅ3ßT¿w¾qÂÕ±

G(x2) =
Z

e� tr (� K x � 1
K )(det xK )� k � (ck +1) =2dx23dx3

µ��„ÍàÌ3µTÉ5É‘±�¾Àº �àè¹Å3µT¿Æò3É‘±ûåGëhÖÔÜ¹ÍàÂÕ± ¸hµTÉ�¾

°

·¹± ¸„Î

°

·�²ÆÅfßT¿Æ¾q²

°

µT·�±f´c²ÓÂ—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±�¸¹±3´

(x23; x3) ²Æ±fÂÕ´LÒNº¹± x0
3 = x3 � x32x � 1

2 x23 ´¶µ

°

²L¸¹Å3Ç¹·

°

ËQµT´

°

²

°

ØkÖšY�·�ËÞµÀ´Æ±f¿Æ¾•¾Àº¹´¶´

°

x0
32 =

x32x � 1
2 :

×�¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕµÀ·¹´=¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ G(x2):
†

µTº¹´=Å3Ìf¿

°

¼TµT·h´
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"
x2 x23

x32 x3
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=
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x0
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0 1
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3)� 1

# "
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� x0
32 1

#

=

"
x � 1

2 + x0
23(x

0
3)� 1x0

32 � x0
23(x

0
3)

� 1

� (x0
3)� 1x0

32 (x0
3)� 1

#

: öcåGëhÖÐæTë�ù

Y�·�ØÙ¾

°

²‰ÂÕ±�Ì}è¹¾À·¹ßT±3É‘±3·N²=¸h±�¼À¾q¿

°

¾qÁ¹ÂÕ± (x23; x3) 7! (x0
23; x0

3): ô:·«¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNºÈ¾À·�²‰Âñ¾

X

¿Æµ ç

ËQµT´

°

²

°

µÀ· åGëhÖ

˜

Ë¹¾À¿¶²

°

±•åTÍÈµÀ·D¼Àµ

°

²=ÒNº¹±

dx23dx3 = (det x2)ck � sk dx0
23dx0

3:

Ú

±!¸¹µTÉ‘¾

°

·¹±ä¸„Î

°

·�²wÅfßÀ¿w¾q²

°

µT·¥±3´¶²�¾ÀÂÕµÀ¿Æ´àº¹·«Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²à¸„ÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±f´3ÖQãä±!Ë¹ÂÕº¹´

e� tr � K x � 1
K (det xK )� k � (ck +1) =2 = e� tr (� 2x � 1

2 )(det x2)� k � (ck +1) =2

� e2tr (� 32 x0
23 (x0

3 ) � 1 )� tr (� 2x0
23 (x0

3 ) � 1x0
32 )

� e� tr (� 3 (x0
3 ) � 1 )(det x0

3)
� k � (ck +1) =2:
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°Ãõ

Åf¿¶±f·¹Ì3±à¸¹º>ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂW¸¹± F (x2) ¸È¾q·¹´:ÂÏÎ

°

·�²wÅ3ßT¿w¾qÂÕ±y¸¹±àË¹¿Æ±3É

°

òf¿¶±�±f´¶ËÞò3Ìf±=¸¹º¤�àè¹Åfµ ç

¿Æò3É‘±«åGëhÖÔÜ¹Í G(x2) ·„ÎÔ±f´¶²�ËÈ¾À´�ÂÏÎ

°

·�²wÅ3ßT¿w¾qÂÕ±•¸„ÎÔº¹·®Ëh¿Æµ'¸¹º

°

²•¸¹±5¸¹±3ºW»]ØYµT·¹Ì3²

°

µT·h´•¸h± x0
23
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´:µT·5ÌfµTÉ5É‘±3·¹Ìf±=ËÈ¾q¿

°

·�²wÅ3ßT¿Æ±3¿yË¹¾À¿:¿w¾ÀËhËÞµT¿c²

�

x0
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�

ÂÏÎÐ¾

°

¸¹±‰¸¹±

Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·]åGëhÖ

˜

¾ÀË¹ËhÂ

°

ÒNº¹Å3±

�

a = � 2; b = (x0
3)� 1; y = � 23(x0

3)
� 1: Y�·

°

·�²ÆòfßT¿¶±

±f·h´Æº

°

²w±àËÈ¾À¿:¿Æ¾ÀË¹ËQµT¿¶²

�

x0
3

�

ÂÏÎÐ¾

°

¸¹±�¸¹±àÂÕ¾

X

¿¶µTËQµT´

°

²

°

µÀ·�åGëhÖÐá¡¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹Å3±

�

r = ck � sk Í

±3²

�

� p = � k ±3²=±3·7¿¶±fÉ5Ë¹Âñ¾qÌA¾À·�² � ËÈ¾À¿ � 3 � � 32� � 1
2 � 23: Y�·«µTÁh²

°

±f·�²�¾

°

·¹´

°

G(x2) = Ce� tr (� 2x � 1
2 )(det x2)� k � 1

2 (ck +1)+ ck � sk

� (det � 2)� 1
2 (ck � sk )(det(� 3 � � 32� � 1

2 � 23)) � k

µ�� C ±3´¶²Óº¹·¹±œØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·�¸¹± � ±3² � : ô1»WË¹ÂÃµ

°

²w¾À·�²ÓÂÃ± ØÙ¾

°

²«ÒNº¹± (det � 2)(det(� 3 �
� 32� � 1

2 � 23) = det � K ; µT·7µÀÁh²

°

±f·�²

G(x2) = Ce� tr (� 2x � 1
2 )(det x2)� k � 1

2 (ck +1)+ ck � sk (det � K )� k (det � 2)� � k � 1
2 (ck � sk ) ;

¾A¼T±3Ì C = �
1
2 sk (ck � sk ) � ck � sk (� � k):

Ú

Î

°

·�²wÅfßÀ¿w¾ÀÂÃ± G(x2) ÌfµÀ·N¼À±f¿¶ßT±�´

°

±³²�´Æ±3º¹ÂÕ±3É‘±3·�²‰´

°

� � k > ck � sk � 1
2 :

GN� ��#"�äã

D

Y�·«ËÞ±3ºh²�ÅfÌ3¿

°

¿¶±¡±f·7¾ÀË¹Ë¹Â

°

ÒNºÈ¾À·�²=ÂÃ±‡�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±�ŽhÖ æ>±³²�Â—Î

°

¸¹±f·�²

°

²wÅ?åGëhÖÔÜGŽ¥â

I 2(� ; � ; � ) =
Z

QG M

e� tr (� M x � 1
M )+tr (� 2x � 1

2 )HGM (� M ; � M ; xM )(det x2)� � k + 1
2 (sk +1) G(x2)� GM (dxM ):

†
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°

±f·�²

I 2(� ; � ; � ) = C(det � K )� k (det � 2)� � k + 1
2 (ck � sk )

Z

QG M

e� tr (� M x � 1
M )HGM (� M ; � M ; xM )(det x2)� k � � k � 1

2 (ck � sk ) � GM (dxM ):öcåGëhÖÔæhåGù
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°
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°
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°
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°
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°
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°
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°
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I 2(� ; � ; � ) = C(det � K )� k (det � 2)� � 2 � c2
2

Z Z
e� tr (( x0

1 ) � 1 (� 1 � � 12 � � 1
2 � 21 )� tr � 2x � 1

2

(det x0
1)� 1 � 1

2 (c1+ s2+1) (det x2)� 1+ � 2 � � 2+ 1
2 (c1+ c2 � 3s2 � 1)dx2dx0
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°
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X
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²

°
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°
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°
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s2
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� c1 � s2 (� � 1)� c2 � s2 (� � 2)� s2 (� � 1 � � 2 + � 2 �
1
2

(c1 + c2 � 2s2)) :
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1
2(c1 + c2 � 2s2) > 1
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°
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°

µT·„ÍQ·¹µTº¹´

°

·�²Æ¿Æµ'¸¹º

°

´¶µT·¹´�Ìf±3¿¶²}¾

°

·¹±3´�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±3´�±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±3´�´¶º¹¿

ÂÕ±3´¡ÌEäT·h±f´ PG ±3² QG; ·hµTº¹´!±³»h¾ÀÉ

°

·¹µÀ·¹´�ÂÕ±3º¹¿Æ´¡µÀÁ5
¶±3²Æ´•Ì3Âñ¾À´¶´

°

Ò'ºh±f´!±3²!¸¹±3´!Ë¹¿ÆµTËh¿

°
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°

²

°

µT·Óö

X

¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·«åTåTÖÔÜNù³Ö

Ú

±f´�Ìf¾À´�ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿Æ´y¸¹±f´ G S

°

´¶èÈ¾À¿c²�´fÎÐ¾ÀË¹ËhÂ

°

ç

ÒNºÈ¾À·�²‰¾ÀºW»½ÂÃ±f´ÄÉ‘µ'¸¹ò3ÂÕ±f´ÄßT¿Æ¾ÀË¹è

°

ÒNº¹±f´Äß�¾Àºh´Æ´

°

±f·¹´y´Æ±3¿ÆµT·�²L¸¹Å3²w¾

°

ÂÃÂÕÅ3´1¸È¾À·¹´yÂñ¾¡´¶±fÌ3²

°

µT·«åGáhÖ

×‰±3²¶²w±�´¶±fÌ³²

°

µÀ·�åTå�ÌfµÀ·N²

°
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°
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°

·�²wÅf¿¶±f´¶´w¾À·�²½ËQµ

°
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°

ÒNº¹± â[ÂÕ±5ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂL¸¹º


Æ¾ÀÌ3µTÁ

°
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X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT· åTåTÖ

˜

ù³Ö
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¯

µ

°

² G ºh·5ßÀ¿w¾ÀË¹èh±‰²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅqÍ P º¹·>µT¿¶¸¹¿Æ±�Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²1¸¹±à´¶±f´:Ì3Â

°

ÒNº¹±3´

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´¡±3² (� ; � ) ¸¹¾À·¹´?Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ± AP ¸¹Å3Ç¹·

°

¾qºq�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±7åGëhÖÔÜ¹Ö

¯

µ

°

²•±3·hÇÈ·

� 2 QG: Y�·¥¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±�ÂÕµ

°

¸¹±,ê¥ýÕü•Š
	��³�

�

�#�a�z�.D>ý

ˆ

�z���}ü…�

ˆ

�

�³ÍW¸¹±äËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±�¸¹±äØYµT¿¶É‘±

(� ; � ) ±³²�¸h±•Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±¡¸„ÎÔÅfÌ}èh±fÂÕÂÃ± � ÂÕ¾>ÂÕµ

°

¸¹±!Ë¹¿ÆµTÁ¹¾ÀÁ

°

Â

°

²ÆÅä´Æºh¿ QG ´¶º

°
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 �;� ;� (dx) = e� tr (x �̂ � 1 ) HG(� ; � ; x)
� 1(� ; � )HG(� ; � ; � )
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˜

ù
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°

²1ÒNº¹±�ËQµTº¹¿ (� ; � ) ÇW»hÅ‰¸È¾À·¹´ AP Âñ¾=ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ± f 
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ÒNº¹±?ÂÕ¾5ØÙ¾ÀÉ

°
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°
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H

ô

†
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�
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Ú

¾qË¹Âñ¾ÀÌ3±¡±f´c²�¸hÅ3ÇÈ·

°

±!ËÞµTºh¿ � � 2 PG ËÈ¾q¿

L � (� ) =
Z

QG

etr (x� ) � (dx) = HG(� ; � ; � ' (� )) :

ÌÀÎÔ±f´c²>º¹·¹±‘¿Æ±³ØYµT¿ÆÉ•ºhÂñ¾q²

°

µT·�¸¹º��àèhÅfµT¿¶òfÉ5±#åGëhÖÔÜ¹Ö[×‰±fÌ

°

±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±�ÒNº¹±‘Âñ¾«²Æ¿w¾À·h´¶ØYµT¿¶É‘Å3±

¸¹±

Ú

¾ÀË¹ÂÕ¾ÀÌf±¡¸¹± 
 �;� ;� ±f´c²ä¸¹Å³ÇÈ·

°

±¡ËÞµTºh¿ � � + �̂ � 1 2 PG Ë¹¾À¿

HG(� ; � ; ' (�̂ � 1 � � ))
HG(� ; � ; � )

:

Y�· ¼Tµ

°

²!¸¹Å6


�

ÒNº¹±½´

°

(� ; � ) 2 AP ±3² (� 0; � 0) 2 AP Í/¾ÀÂÃµT¿Æ´äÌfµTÉ5É‘± AP ±f´¶²!ØY±3¿ÆÉ5Å

ËQµTº¹¿àÂÏÎÐ¾À¸¹¸

°

²

°

µT·�µT·«¾½Âñ¾•Ì3µT·�¼TµTÂÃºh²

°

µT·


 �;� ;� � 
 � 0;� 0;� = 
 � + � 0;� + � 0;� :
X

µTºh¿L¸

°

¿Æ±�ÒNº¹±fÂÃÒ'ºh±äÌ}è¹µT´¶±ä¸¹±3´‰µTÁš
¶±3²w´yÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±3´‰¸¹±�Ìf±³²Æ²w±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±‰±•»hËQµT·¹±3·�²

°

±3ÂÕÂÃ±

öÙÉ5µGêT±3·¹·¹±?±3·ÓØYµT·¹Ì³²

°

µT·7¸h± � Í

°

·N¼À±f¿¶´Æ±  � ÍÈØYµT·¹Ì³²

°

µT·«¼q¾À¿

°

¾À·hÌf±•±3²wÌAù�ÒNº

°

·¹±•´ÆµT·�²�Ë¹¾À´

²wµÀºB
¶µTº¹¿¶´à±³»WË¹Â

°

Ì

°

²}¾ÀÁ¹ÂÃ±f´�·hµTº¹´�¾A¼TµT·¹´�ÁQ±f´Æµ

°

·D¸„ÎÔº¹·¹±•Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·„Ö
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¯

µ

°

² Pr ÂÃ±�ÌsäT·¹±•¸h±f´�É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´¡¿¶Åf±3ÂÕÂÕ±3´ (r; r )
°

·'ç

¼T±3¿Æ´

°

Á¹ÂÃ±f´�±3² � � 2 Pr :
¯

µ

°

² C � f 1; : : : ; r g ±3²�·¹µÀ²ÆµT·¹´ � C (� ) = (( � � ) � 1)C :
¯W°

µT·

ÅfÌ3¿

°

² � Ë¹¾À¿àÁ¹ÂÕµ'Ìf´àÌ3µT¿Æ¿¶±f´¶ËÞµT·h¸È¾À·�²

�

C ±3²�´ÆµT·«ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃÅfÉ5±f·�²}¾

°

¿Æ±

� =

"
� 1 � 12

� 21 � 2

#

;

µT· Å3Ìf¿

°

² � 0
12 = � 12� � 1

2 : í/¼T±3Ì½Ìf±f´¡·hµÀ²}¾q²

°

µT·h´fÍÞ¾ÀÂÕµT¿¶´�Âñ¾5¸

°Ãõ

Åf¿¶±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±?¸h± � 7! � C (� )
±f´c²

h =

"
h1 h12

h21 h2

#

7!
h

� C � � C � 0
12

i
"

h1 h12

h21 h2

# "
� C

� 0
21� C

#

:

ãä±!Ë¹ÂÃº¹´fÍÈÂÕ¾•¸

°Ãõ

Åf¿¶±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±�¸¹± � 7! � C (� ) = � logdet � C (� ) ±f´¶²

h 7! tr

"
h1 h12

h21 h2

# "
� C � � C � 0

12

� � 0
21� C � 0

21� C � 0
12

#

:
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¯

²}¾À·¹¸¹¾À¿Æ¸„Ö

†

µTºh´�¾qË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹µT·¹´àÌ3±3²Æ²Æ±!Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·�±3·7¿¶±f´¶²Æ¿Æ±

°

ßT·È¾q·N² �
�

PG ±³²�±3·7Ëh¿Æ±f·¹¾À·�² C
ÌfµÀÉ‘É5±äÌ3Â

°

ÒNº¹±�É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±=µTº¥´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿àÉ

°

·

°

É‘¾ÀÂ—Ö

X

º

°

´¶Ò'ºh±¡Âñ¾•ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·�¸h±¡Ìfº¹É•º'ç

Âñ¾q·N²Æ´à±f´c²

logL � (� ) = k� (� ) =
X

C2C

� (C)� C (� ) �
X

S2S

� (S)� (S)� S(� ); öcåTåÀÖÐæÀá�ù

¾ÀÂÃµT¿Æ´:´Æ¾•¸

°óõ

Å3¿Æ±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±‰±f´¶²L±f·5Ë¹¿

°

·¹Ì

°

ËQ±àÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÕ¾ÀÁ¹ÂÕ±qÖ

†

µTº¹´yÂñ¾

°

´Æ´ÆµÀ·¹´:ÂÕ±àÂÃ±fÌ3²Æ±fº¹¿ÄÂÃ±=ØÙ¾

°

¿Æ±

¸È¾À·h´�ÂÃ±¡ÌA¾À´=µ�� k = 2:
�[µÀºh²w±³ØYµ

°

´3Í

°

Â¢ØÙ¾qºh²¡·¹µÀ²Æ±f¿!ÒNº¹±½¸È¾À·¹´!ÂÃ±>ÌA¾À´ � = � = p µT·]¾ k0
� (� ) = p� ¸¹µT·¹Ì

� = m=p: ×‰± Ì

°

´¶±]É5µT·�²w¿¶±#¸„ÎÔº¹·¹± É‘¾À·

°

òf¿Æ±ÓÁÞ±f¾Àº¹ÌfµÀº¹Ë)Ë¹ÂÕº¹´�´

°

É5Ë¹ÂÃ±ÀÖLôÄ·)±

õ

±³²AÍ
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æhå

Ë¹º

°

´ÆÒNº¹±5¸„ÎÐ¾ÀË¹¿Æò3´?ÂÕ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·vŽhÖ•€¥µT·�¾ HG(p;p;x) = (det x̂)p
¾ÀÂÃµT¿Æ´ L � (� ) =

(det(� � )) � p; k� (� ) = � p logdet(� � ); k0
� (� )(h) = ptr (h(� � ) � 1); ¾G¼À±fÌ h ¸È¾q·¹´

ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌ3± F ¸h±f´�É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´

°

·¹Ì3µTÉ‘ËhÂÕò3²Æ±f´�ßTµTºh¼À±f¿¶·¹Åf±3´¡ËÈ¾À¿ G: ×‰µTÉ‘É5± � � = �̂ � 1
µT·

¾>Á

°

±3· k0
� (� ) = p� :
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¯

µ

°

² G ºh·5ßÀ¿w¾ÀË¹èh±‰²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅqÍ P º¹·>µT¿¶¸¹¿Æ±�Ë¹¾À¿¶ØÙ¾

°

²1¸¹±à´¶±f´:Ì3Â

°

ÒNº¹±3´

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´z±3² (� ; � ) ¸¹¾À·¹´“ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ± BP ¸¹Å3Ç¹·

°

¾qº•�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±�åGëhÖ ïWÖ

¯

µ

°

²[±3·hÇÈ· � 2
QG: Y¡·7¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±¡ÂÃµ

°

¸¹±TS

°

´¶èÈ¾À¿¶²

°

·N¼À±f¿¶´Æ±ÀÍQµTº«ÂÕµ

°

ý ÿJ’��.�}ü•�.ìnê¥ýÕü•Š
	��³�—Íh¸¹±�Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±3´

¸¹±¡ØYµT¿¶É‘±¡±³²=¸„ÎÐÅ3Ì}è¹±fÂÃÂÕ± (� ; � ) ±3² � ÂÕ¾•ÂÕµ

°

¸h±•Ëh¿ÆµTÁÈ¾qÁ

°

Â

°

²wÅ�´Æº¹¿ QG ´¶º

°

¼q¾À·�²w±

I W�;� ;� (dx) = e� tr (� x̂ � 1 ) HG(� ; � ; x)
� 2(� ; � )HG(� ; � ; � )

� G(dx): öcåTåÀÖ æÀÜ�ù

Y�·ú¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±�ÂÕµ

°

¸h±–ê¥ýÕü•Š
	��.�

�

�

�

�.>�CTý

ˆ

Dƒ�y�}ü…�

ˆ

�

�¥¸¹±�ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´7¸¹±œØYµÀ¿ÆÉ5±œ±³²

¸„ÎÔÅfÌ}è¹±3ÂÕÂÃ± (� ; � ) ±³² � Âñ¾�ÂÕµ

°

¸¹±«Ë¹¿ÆµTÁ¹¾ÀÁ

°

Â

°

²ÆÅ W�;� ;� (dy) ´¶º¹¿ PG
°

É�¾ÀßÀ±¥¸¹±7ÂÕ¾ ÂÕµ

°

I W�;� ;� (dx) Ë¹¾À¿àÂÏÎÐ¾ÀË¹Ë¹Â

°

Ìf¾q²

°

µT· x 7! y = x̂ � 1:
Ú

±]ØÙ¾

°

²¥ÒNº¹± I W�;� ;� ´¶µ

°

²«º¹·¹±�Ë¹¿¶µTÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²wÅ#¸hÅfÌfµÀº¹ÂÕ±�¸¹º �àè¹ÅfµÀ¿ÆòfÉ5±ûåGëhÖ ïWÖ

Ú

¾

ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ± f I W�;� ;� ; � 2 PGg ±f´¶²Lº¹·¹±àØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±L±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±'=5@³ÿ�@.�‰	�?A�1±3·¹ßT±3·¹¸¹¿ÆÅ3±�Ë¹¾À¿

Âñ¾¥É5±f´¶º¹¿Æ±

H G (�;� ;x)
� 2(�;� ) � G(dx) ±³²?ÂÕ¾¥ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT· t(x) = x̂ � 1:
Ú

¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ± f W�;� ;� ; � 2
PGg ±f´¶²=´Æ¾•ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±�±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±ä·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±�¾À´¶´Æµ'Ì

°

Åf±ÀÖ

X

µTº¹¿àÌf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿‰ÂÕ¾•¸¹±f·¹´

°

²ÆÅ�¸¹±

Âñ¾=ÂÕµ

°

W�;� ;� (dy) ·¹µTº¹´[É‘µÀ·N²Æ¿ÆµT·h´¢Âñ¾=Ë¹¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·!´¶º

°

¼q¾À·�²w±qÖÀô:ÂÃÂÕ±Ä±f´c²1¸¹º¹±

�

x=µO¼À±f¿Æ¾q²wµ

ö

˜

ëTë

˜

ù•ÍN¾G¼À±fÌ�º¹·¹±�¸¹ÅfÉ5µT·¹´c²w¿w¾ ²

°

µÀ·5¸

°Ãõ

Åf¿Æ±3·�²w±ÀÖuY�·�¿Æ¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±àÒNº¹± ' (y) = x ±f´¶²L¸¹Å³ÇÈ·

°

ËÈ¾À¿ y = x̂ � 1:
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¾�¼À¾qÂÕ±fºh¿�¾qÁ¹´ÆµTÂÃº¹±>¸¹ºî
Æ¾ÀÌfµÀÁ

°

±3·œ¸¹±½Â—Î ¾ÀËhË¹Â

°

ÌA¾q²

°

µT· x 7! y =
x̂ � 1

±f´c² HG(� c � 1; s � 1;x) Ö

Ú

¾�¼À¾qÂÕ±fºh¿¡¾ÀÁ¹´¶µTÂÕº¹±?¸¹º¹
Æ¾ÀÌfµÀÁ

°

±3· ¸¹± y 7! ' (y) ±3´¶²

HG(c + 1; s + 1; ' (y)) :
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Y�·½Ë¹¿Æµ'Ìfò3¸¹±�ËÈ¾À¿Ä¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±�´Æº¹¿yÂÕ±à·¹µÀÉ•Á¹¿Æ± k ¸¹±=ÌfÂ

°

ÒNº¹±3´yÉ‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ±3´fÖ

¯W°

k = 1; ÌqÎÐ±3´¶²#ºh· ¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²7ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±]¿w¾ÀËhËÞ±3ÂÕÅ

�

ÂÕ¾

X

¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·øåGëhÖÐá

ÒNº¹±]Âñ¾Û¸

°Ãõ

Åf¿¶±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±#¸¹± x 7! x � 1
±f´¶²7ÂÏÎÔ±f·h¸¹µTÉ5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±#¸¹±]ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±]¸h±f´«É�¾ ç

²w¿

°

Ì3±f´?´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´ (n; n) ¸hÅ3ÇÈ·

°

ËÈ¾À¿ h 7! � x � 1hx � 1; ¸¹µT·�²?ÂÕ±�¸hÅ3²w±3¿ÆÉ

°

·È¾q·N²�±f´c²

(� 1)n (det x)� n� 1
öYÌf±#Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹Â=¸¹º ¸¹Å³²w±f¿¶É

°

·È¾À·�²‘´Æ±ÓØÙ¾

°

²

�

Âñ¾]É�¾q·

°

ò3¿Æ±«¸¹±ÓÂÕ¾

X

¿Æµ ç

ËQµT´

°

²

°

µÀ·ñŽWÖ

˜

ù•Ö

X

µTºh¿ k = 1 ¸¹µÀ·¹ÌÀÍÄÂÕ±•
Æ¾ÀÌ3µTÁ

°

±f· ¾�Á

°

±f·�ÂÕ¾#ØYµT¿ÆÉ5±

°

·¹¸

°

ÒNº¹Åf±qÖ

¯

º¹ËWç

ËQµT´ÆµT·h´�¾ÀÂÃµT¿Æ´>ÂÕ¾]Ëh¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·ÛÉ‘µÀ·N²Æ¿ÆÅ3±7ËQµTº¹¿ k � 1:
¯

µ

°

² (C1; : : : ; Ck) º¹·�µÀ¿Æ¸¹¿¶±

ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²�±f·�²Æ¿Æ±>ÂÕ±3´�ÌfÂ

°

ÒNº¹±3´�É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±f´=±³²¡·¹µÀ²ÆµT·¹´�Ì3µTÉ‘É5±?¸ƒÎÐèÈ¾qÁ

°

²Æº¹¸¹±•ËQµTº¹¿�´

°

É5Ë¹Â

°

ç

ÇÈ±3¿ M = C1 [ : : : [ Ck� 1 Í K = Ck ±3² S = M \ K :
¯'°

x 2 QG ·¹µTº¹´=¾q¸¹µTËh²ÆµT·¹´�ÂÕ¾

·¹µÀ²w¾q²

°

µT· åGëhÖÔÜ�Ý�ù•Ö

Y�·7Å3Ìf¿

°

² x̂ � 1
´¶µTº¹´�Âñ¾?ØYµT¿¶É‘±

y = x̂ � 1 = (x � 1
Ck

)0 � (x � 1
Sk

)0 +
k� 1X

q=1

(x � 1
Cq

)0 �
k� 1X

q=2

(x � 1
Sq

)0

= (x � 1
K )0 � (x � 1

2 )0 + (( dxM )� 1)0 öcåTåTÖÐæ�ïTù

=

2

6
4

y1 y12 0
y21 y2 y23

0 y32 y3

3

7
5 :
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˜

ô:·¹´Æº

°

²w±>µT·

°

·�²w¿Æµ'¸¹º

°

²�ÂÃ±f´�·¹µÀºh¼T±3ÂÕÂÕ±3´�¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÕ±3´ x0
3 = x3 � x32x � 1

2 x23 ±3² x0
32 =

x32x � 1
2 ö—¾A¼À±fÌ x0

23 = x � 1
2 x23 ·È¾q²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ±3É‘±3·N²}ù³Ö'ô:·¥±

õ

±3²fÍ (x � 1
K )0 � (x � 1

2 )0 ÿ��

�

@…�J�³ÿ

�

‹E>J�

�

� (x0
3; x0

32) ÌA¾À¿àÌ3µTÉ5É‘±¡µT·DÂ—Î ¾•¼'º

�

åGëWÖ æTëTù

"
x2 x23

x32 x3

#� 1

�

"
x � 1

2 0
0 0

#

=

"
x0

23(x
0
3)� 1x0

32 � x0
23(x

0
3)� 1

� (x0
3)� 1x0

32 (x0
3)

� 1

#

: öcåTåTÖÔæTæTù

†

µq²wµT·¹´=¾qº¹´Æ´

°

ÒNº¹±

det xK
det x2

= detx0
3:

ã?ÎÐ¾ÀË¹¿Æò3´>Âñ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·
åGëhÖ

˜

ÂÏÎÔ±f·¹¸hµTÉ‘µÀ¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±‘¸h± L( é x

S; é x

K nS) ¸¹Å³ÇÈ·

°

ËÈ¾q¿

x23 7! x0
23 = (x2)� 1x23 ¾ ËÞµÀº¹¿•¸¹Å³²w±f¿¶É

°

·È¾À·�² (det x2) jSj�j K j: érÂ�±3´¶²

�

ËQ±fº(Ë¹¿Æò3´

ÌfÂÕ¾

°

¿LÒNº¹±�Â—ÎÐÅ³²wº¹¸h±•¸hº‚
Æ¾ÀÌ3µTÁ

°

±f·¥¸¹± (xM ; x23; x3) 7! (xM ; x0
23; x0

3) ØYµÀº¹¿Æ·

°

²

dx = dxM dx23dx3 = (det x2)�j Sj+ jK jdxM dx0
23dx0

3: öcåTåTÖÔæG€Àù

Y�·¥ØÙ¾

°

²àÉ‘¾

°

·N²Æ±f·È¾q·N²=ÂÃ±¡Ì}èÈ¾À·¹ßÀ±fÉ5±f·�²�¸¹±¡¼À¾q¿

°

¾qÁ¹ÂÕ±

yM = (dxM )� 1; y23 = � x0
23(x

0
3)� 1; y3 = (x0

3)� 1:

íäÂÃµT¿Æ´:µT·5¾ dy3 = (det x0
3)�j K j+ jSj� 1dx0

3 ¸ƒÎ ¾ÀËh¿Æòf´ÄÂÕ¾äØYµT¿ÆÉ•ºhÂÕ±�¿Æ¾ÀË¹ËQ±fÂÕÅ3±=¾Àº½¸¹ÅfÁhºh²

¸¹±•ÂÕ¾�¸¹Å3É‘µT·h´¶²w¿Æ¾q²

°

µT·#ËQµTº¹¿ k = 1: ô:·¹´Æº

°

²w±qÍ„¸„ÎÐ¾ÀË¹¿Æò3´¡Âñ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·œåGëhÖ

˜

ÂÏÎÔ±f·¹¸hµqç

É5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±•¸¹± L( é x

K nS; é x

S); ¸hÅ3ÇÈ·

°

ËÈ¾q¿ x0
23 7! x0

23(x
0
3)

� 1
¾DËÞµTºh¿¡¸¹Å3²Æ±f¿ÆÉ

°

·¹¾À·�²

(det x0
3)�j Sj

±3²�¸¹µÀ·¹Ì

dy23dy3 = (det x0
3)�j K j� 1dx0

23dx0
3:

×‰µTÉ5É‘±ä¸„Î ¾qË¹¿Æò3´�Â—ÎÐè�ê'ËÞµq²wè¹ò3´Æ±!¸¹±!¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±?µÀ·7¾A¼q¾

°

²

dyM = HGM (� cM � 1; � sM � 1;xM )dxM ;

µT·DµTÁh²

°

±3·N²

dy = dyM dy23dy2 = HGM (� cM � 1; � sM � 1;xM )
(det x2) jSj+1

(det xK ) jK j+1
dxM dx23dx3

= HG(� c � 1; � s � 1;x)dx;

±3²�ÂÕ¾½¿¶ÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±?±f´c²äÅ³²w±3·¹¸¹º¹±qÖ

Ú

±Û
Æ¾ÀÌfµTÁ

°

±f·D¸¹± y 7! ' (y) ´fÎÔ±f·7¸¹Åf¸¹º

°

²

°

É5É‘Å3¸

°

¾ ²w±³ç

É5±f·�²=±3²�Âñ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT· åÀåTÖ

˜

±3´¶²�É‘µÀ·N²Æ¿ÆÅ3±ÀÖ

—
\^[B\��˜�<t4b<[�™ k^kJiA•~i

¯

µ

°

² � G(dy) ÂÏÎ

°

É‘¾ÀßT±D¸¹± � G(dx) Ë¹¾À¿ x 7! y = x̂ � 1: í�ÂÕµT¿¶´

� G(dy) = HG( 1
2(c + 1); 1

2(s + 1); ' (y))1PG (y)dy ±³²

W�;� ;� (dy) = e� tr (� y) HG(� ; � ; ' (y))
� 2(� ; � )HG(� ; � ; � )

� G(dy) öcåÀåTÖÔæTÝ�ù

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

érÉ5É5Åf¸

°

¾q²w±qÖ
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AN æTá

X

¾À¿àÌ3µT·¹´¶ÅfÒNº¹±f·�²fÍÞÂÕ¾

H

ô

†

f W�;� ;� ; � 2 PGg ±f´¶²�±3·¹ßT±f·h¸¹¿ÆÅ3±•Ë¹¾À¿àÂñ¾?É5±f´¶º¹¿Æ±¡´¶º¹¿

PG

� (dy) =
HG(� ; � ; ' (y))

� 2(� ; � )
� G(dy)

¸¹µT·�²�Âñ¾?²Æ¿w¾À·h´¶ØYµT¿¶É‘Å3±¡¸¹±

Ú

¾qË¹Âñ¾ÀÌ3±¡±f´c²ä¸¹Å³ÇÈ·

°

±•ËQµTº¹¿ � � 2 QG ËÈ¾q¿ H (� ; � ; � � ):
Y�·�ËQ±fºh²7Ì}è¹±3¿ÆÌ}è¹±3¿

�

¸¹Å3²Æ±f¿ÆÉ

°

·h±f¿D´Æ±3´7µTÁš
¶±3²w´«ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±3´fÖ=íäº¹Ë¹¾À¿w¾A¼q¾À·�²AÍà·¹µÀº¹´

ØÙ¾

°

´ÆµT·¹´àºh·¹±!¿Æ±fÉ‘¾À¿¶Ò'ºh±•ºW²

°

ÂÃ±•â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf kakJiÅú!i

¯

µ

°

² P º¹·7µT¿Æ¸h¿Æ±•ËÈ¾À¿¶ØÙ¾

°

²=¸¹±3´äÌfÂ

°

ÒNº¹±3´�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´à¸¹ºÓßÀ¿w¾ÀË¹èh±

²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅÄÌ3µT·¹·¹±•»h±L·¹µT·•Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕ±³² G:
¯

µ

°

² (� ; � ) 2 AP ±³² (� 0; � 0) 2 BP Ì3µTÉ5É‘±L¾ÀºW»

�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±3´àåGëhÖÔÜ�±3²‰åGëhÖ ïWÖT×‰µÀ·¹´

°

¸¹Åf¿¶µT·¹´:Âñ¾�ÂÕµ

°


¶µ

°

·N²Æ±‰¸¹± (X ; �) ´Æºh¿ QG � QG ¸¹Å³ÇÈ·

°

±

ËÈ¾À¿ 
 �;� ;� (dx)I W� 0;� 0;� (d� ): íäÂÃµT¿Æ´LÂñ¾?ÂÃµ

°

ÌfµT·¹¸

°

²

°

µT·¹·¹±3ÂÕÂÃ±�¸h± � ´w¾ÀÌ}è¹¾À·�² X = x ±3´¶²

I W� 0� �;� 0� � ;� + x :

íî™5pqt4[Bï~ð!™5`�i

×‰±3²¶²w±�Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·½¸

°

²y¸¹µÀ·¹Ì�ÒNº¹±�´

°

µT·‘¿Æ±f·h¸�¾ÀÂÃÅA¾q²Æµ

°

¿¶±àÂÕ±�ËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±

¸„ÎÔÅfÌ}è¹±3ÂÕÂÃ± � ¸¹±•ÂÕ¾�ÂÕµ

°

¸¹±lS

°

´ÆèÈ¾q¿¶²�¸h±>Ë¹¿Æ±3É

°

òf¿Æ±�±f´¶ËÞò3Ìf± 
 �;� ;� (dx) ±f· ÂÕº

°

¸¹µT·h·È¾À·�²

º¹·¹±½ÂÃµ

°¢°

·N¼À±f¿¶´Æ±³çÉS

°

´¶èÈ¾À¿¶²!Ì3µTÉ5É‘±•ÂÃµ

°

	‚�a�³ýÏþB�•ý I W� 0;� 0;� (d� ) ¸¹µT·�²!ÂÕ±3´¡ËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±3´

¸¹±¥ØYµT¿¶É‘± � 0; � 0
´ÆµÀ·N²‘¾À¸¹¾ÀËh²wÅ3´�¾qº Dƒ„.Dƒ�7þB�

�

�•�•�
	��eès	Àý�� P Ò'ºh± � ; � ; ¾ÀÂÃµT¿Æ´>ÂÕ¾#ÂÕµ

°

	•�ÈþGü.�6�.�•ýÏþB�•ýz±f´c²¡±f·¹Ì3µT¿Æ±>ºh·¹±•ÂÕµ

°“°

·�¼T±f¿¶´Æ±	S

°

´ÆèÈ¾À¿c²AÍQ¸¹µT·�²¡ÂÃ±f´�ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´�¸¹±?ØYµT¿¶É‘±

� 0 � � ; � 0 � � ´ÆµT·�²½±3·¹ÌfµT¿¶±¥¸È¾À·¹´ BP : íäºh²Æ¿Æ±3É‘±3·N²½¸

°

²AÍ[´

°

(� ; � ) 2 AP ¾ÀÂÕµT¿¶´?ÂÕ¾

ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±

f I W� 0;� 0;� ; � 2 PG; (� 0; � 0) 2 BP g

±f´c²½º¹·¹±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±½ÌfµÀ·B
¶º¹ßTº¹Å3±«¾ÀºÛ´Æ±3·¹´½ÁÈ¾AêTÅf´

°

±3·
¸¹±¥ÂÕ¾

H

ô

†

f 
 �;� ;� ; 2 QGg: ×äÎÐ±3´¶²

Ë¹ÂÃº¹´äßT¿Æ¾À·¹¸#ÒNº¹±?Âñ¾5ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±¡Ì3µT·B
¶º¹ßÀº¹Åf±•Ì3Âñ¾À´¶´

°

Ò'ºh±Dö—¾Àºh´Æ´

°

¸

°

²Æ±�Ì3µT·B
¶º¹ßÀº¹Åf±>´c²}¾À·¹¸¹¾À¿Æ¸„Í

ÌfµÀ·B
¶º¹ßTº¹Å3±=·È¾q²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ±�µÀº5±3·¹ÌfµÀ¿Æ±=¸

°

²Æ±�ÌfµÀ·B
¶º¹ßTº¹Å3±�¾Àº½´Æ±f·h´L¸¹±=ã

°

¾ÀÌ3µT·

°

´:±³²�ì¡Âó¼

°

´w¾[�q±f¿wù

ÒNº

°

´Æ±•¿ÆÅ3¸¹º

°

¿w¾

°

²

�

f I Wp� �;p � � ;� ; � 2 PG; p < 0g:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af,š!™™�etNZW[�\^]_\a`cb�d�b<\afyk^kJiÅú1i

Y¡·>Å3Ìf¿

°

² 
 �;� ;� (dx)I W� 0;� 0;� (d� ) =

� 2(� 0 � � ; � 0� � )
� 1(� ; � )� 2(� 0; � 0)

H (� ; � ; x)H (� 0� � ; � 0� � ; � + x)� G(dx)I W� 0� �;� 0� � ;� + x(d� ):

™IK šœ› P! 1Ÿ!•SR¥› £¥› O3Ÿ © Ÿ¡ 3PWU¥›� ¢¨³Ú/›límO³› P! ¢Ÿ••SR¥›

An

ã�¾À·¹´“Ìf±³²Æ²Æ±L´¶±fÌ3²

°

µT·•·¹µTºh´

°

ÂÕÂÕºh´¶²w¿¶µT·¹´„ÂÃ±f´/¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²Æ´/¸¹±f´/²w¿¶µ

°

´z´¶±fÌ3²

°

µT·h´[Ë¹¿¶ÅfÌ3Åf¸¹±3·N²Æ±f´

ËQµTº¹¿•¸¹±fºW»œßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´?ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿Æ´fÖ

Ú

±3º¹¿•ºh²

°

Â

°

²ÆÅ>´¶²w¾q²

°

´¶²

°

ÒNº¹±‘±3´¶²?É‘µ'¸¹±f´c²w±qÍ“É‘¾

°

´

°

ÂÕ´

µT·�²¢¾À´Æ´¶±fì‰¸h±‰¿ÆÅ3ßTº¹ÂÕ¾À¿

°

²wÅ:ËQµTº¹¿/Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

¿Æ±Ä¸¹±3´[ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±3´/±³»WË¹Â

°

Ì

°

²w±f´

°

·¹´ÆË

°

¿w¾q²Æ¿

°

Ìf±f´/¸¹±yßTÅ•ç

·¹Å3¿w¾ÀÂ

°

´w¾

°

µT·¹´‰ö—¾

°

·¹´

°

ÂÃ±f´:¾qºh²w±3º¹¿Æ´1´¶µT·�²

°

ÂÃ´[Ë¹¾À´Æ´¶Åf´:¸¹±3´¢ØYµT¿ÆÉ?º¹ÂÕ±3´¢¸„ÎÔíä·¹¸h±f¿Æ´¶´ÆµT·'ç

w

°

·NÁÞ±3¿Æß

Ì

°

¸h±f´Æ´¶µTº¹´?ö<�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±½å

˜

ÖÃåOù�¾qºW»œ�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±3´�åGëWÖÐÜ½±3²!åAëhÖ ï'Ö

Ú

±ºî

!���#�ï��™.��~�O�$����!

î

���"!�&-���

�

k+ 1 ´ÆµTÉ5É5±3²w´[¾�ËQµTº¹¿“´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´ f 0; 1; : : : ; kg
±3²�ËQµTº¹¿=º¹·

°

Ò'ºh±f´�¾q¿ÆÊ3²Æ±f´�ÂÕ±3´ Cq = f 0; qg ¾G¼À±fÌ q = 1; : : : ; k: ×äÎÔ±f´¶²ä¸¹µT·¹Ì•º¹·Ó¾À¿ÆÁ¹¿¶±ÀÍ

ÂÕ±3´5¾À¿ÆÊ³²w±f´5´ÆµÀ·N²�ÂÕ±3´5Ì3Â

°

Ò'ºh±f´½É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±f´?±3²‘ÌÀÎÔ±f´¶²‘º¹·
ßT¿w¾ÀËhè¹±«²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

Ú

ÎÔº¹·

°

Ò'ºh±



æÀÜ

´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿1É

°

·

°

É�¾ÀÂ�±3´¶² f 0g ±3²

°

Â'±f´¶²Ä¸h±�É•º¹Âó²

°

ËhÂ

°

Ì

°

²ÆÅ k � 1:
†

µq²wµT·¹´¢ËÈ¾À¿ F ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf±

¸¹±3´�É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±f´à´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´=¸„ÎÔµT¿Æ¸¹¿¶± k + 1 ¸¹±!Âñ¾?ØYµT¿¶É‘±

y

2

6
6
6
4

y0 y01 � � � y0k

y01 y1 � � � 0
� � � 0 � � � 0
y0k 0 � � � yk

3

7
7
7
5

: öcå

˜

ÖÔæ�ŽTù

íäÂÃµT¿Æ´¡´

°

y1 : : : yk 6= 0 ÌqÎÐ±3´¶²�º¹·�±³»W±f¿¶Ì

°

Ìf±½ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±½ÒNº¹±½¸¹±>¼TÅf¿

°

ÇÈ±3¿¡ËÈ¾À¿!¿ÆÅ3Ìfº¹¿kç

¿Æ±3·¹Ìf±!´¶º¹¿ k ÒNº¹±

det y = y1 : : : yk(y0 �
kX

q=1

y2
0q

yq
):

í�ËÈ¾À¿¶²

°

¿Ä¸¹±�Â

�

µT·�É5µT·�²w¿¶±�ØÙ¾qÌ

°

ÂÃ±fÉ5±f·�²AÍ

�

ÂÏÎÐ¾

°

¸h±à¸¹±äÂÕ¾•Ìf¾À¿w¾ÀÌ³²wÅ3¿

°

´Æ¾q²

°

µT·5¸¹±f´LÉ�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´

¸¹Å³ÇÈ·

°

±3´äËQµT´

°

²

°

¼T±f´�ËÈ¾À¿�Âñ¾½ËQµT´

°

²

°

¼

°

²wÅ!¸¹±f´�¸¹Å3²Æ±f¿¶É

°

·È¾À·�²w´�Ë¹¿

°

·¹Ì

°

ËÈ¾ÀºW»ÞÍÈÒNº¹±•´

°

PG ±f´c²

ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±¡¸¹±3´ y 2 F ÒNº

°

´¶µT·�²�¸hÅ3ÇÈ·

°

´=ËÞµT´

°

²

°

ØY´fÍh¾ÀÂÕµÀ¿Æ´

y 2 PG , yq > 0 8 q = 1; : : : ; k; y0 �
kX

q=1

y2
0q

yq
> 0:

Y�·DËÞ±3ºh²�¾�
¶µTºh²Æ±f¿àÒNº¹±!ÂÕ±¡ÌsäT·¹± PG ¸¹±3´=ÅfÂÕÅ3É‘±3·�²w´àËQµT´

°

²

°

ØY´L¸¹± F ±f´c²�ÌA¾À¿Æ¾ÀÌ3²ÆÅf¿

°

´ÆÅ¡ËÈ¾q¿

y 2 PG , yq � 0 8 q = 1; : : : ; k; y0 �
kX

q=1

y2
0q

yq
� 0:

ã?ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´äÂÃ±¯�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±‘åAëhÖÃåÀÍÈÂÕ±f´=¸¹±3É

°

¸¹¿¶µ

°

²Æ±f´=±³»'²Æ¿ÆÅfÉ‘¾ÀÂÃ±f´�¸¹± PG ´¶µT·�²�±3·¹ßT±f·h¸¹¿ÆÅ3±f´

ËÈ¾À¿‰ÂÕ±f´ y ¸¹±¡ÂÕ¾?ØYµT¿ÆÉ5±ä´¶º

°

¼q¾À·�²w±•â¹µTº¥Á

°

±f· y0 > 0 ±³²à²wµTº¹´‰ÂÕ±f´=¾qºh²w¿¶±f´ yq ±³² y0q ´¶µT·�²

·Nº¹ÂÕ´ð
QµÀº7Á

°

±f·

°

Â„±•»

°

´¶²Æ± j ²w±fÂ/ÒNº¹± y0yj = y2
0j ¾A¼T±3Ì y0 > 0 ±3²�±3²=²ÆµTº¹´�ÂÕ±f´�¾ÀºW²w¿Æ±3´ yq

±3² y0q ´ÆµT·�²�·Nº¹ÂÕ´3Ö

ãä±!É‘Ê3É‘±¡ÂÃ±¡ÌEäT·h± QG ¸¹±f´�É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±f´à±3´¶²�ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±¡¸¹±3´

x =

2

6
6
6
4

x0 x01 � � � x0k

x01 x1 � � �
� � � � � �
x0k � � � xk

3

7
7
7
5

öcå

˜

ÖÁ€ÀëTù

²w±3ÂÕ´>ÒNº¹± x0xq � x2
0q > 0 ËÞµÀº¹¿•²wµTºh´ q = 1; : : : ; k ±3² x0 > 0:

Ú

±DÌsäT·¹± QG ±f´c²

ÌA¾q¿w¾ÀÌ³²wÅf¿

°

´¶Å‘ËÈ¾q¿ x0xq � x2
0q � 0 ±3² xq � 0 ËÞµTºh¿•²ÆµTº¹´ q = 1; : : : ; k; ±3² x0 � 0:

ã?ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´=ÂÕ±‡�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±½åGëWÖÃåTÍhÂÕ±f´à¸h±fÉ

°

¸¹¿Æµ

°

²w±3´à±³»'²w¿¶ÅfÉ‘¾ÀÂÕ±3´à¸¹± QG ´ÆµÀ·N²�±3·¹ßT±f·h¸¹¿ÆÅ3±f´

ËÈ¾À¿LÂÕ±3´ x ¸¹±�Âñ¾•ØYµÀ¿ÆÉ5±�´¶º

°

¼q¾À·�²w±�âWµÀº�Á

°

±3· x0 > 0 ±³²‰²wµÀº¹´‰ÂÃ±f´�¾qºh²w¿¶±f´ xq ±³² x0q ´¶µT·�²

·Nº¹ÂÕ´ð
ÈµTºÓÁ

°

±f· x0xq = x2
0q ²ÆµTº¹´ q = 1; : : : ; k ±3² x0 > 0:

Ú

±3´�¿¶Åf´ÆºhÂÃ²}¾ ²w´=Ë¹¿ÆÅ3ÌfÅ3¸¹±f·�²w´

ÌfµÀ·¹Ìf±3¿Æ·È¾À·�²�ÂÕ±3´�ÌsäT·¹±3´ PG ±3² QG ¸¹º«ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±•¸¹±!Âñ¾>É‘¾À¿ÆßTºh±f¿

°

²w±¡´¶µT·�²ä±3·Ó¾ÀËhËÞ±3·¹¸

°

Ì3±

¸¹±�ÂÕ¾«²Æè¹òf´¶±¥¸¹±DðœÖ1×�¾À´w¾ÀÂ

°

´�öcå•Ž�ŽÀë�ù³Í/µ��

°

Ây±3´¶²5¾Àºh´Æ´

°

É‘µÀ·N²Æ¿ÆÅ‘Ò'ºh± PG ±³² QG ´¶µT·�²

è¹µTÉ5µTßTò3·¹±f´3ÖHðÓ¾

°

·�²w±f·¹¾À·�²

�

X

µTº¹¿ x ¸¹Å³ÇÈ·

°

ËÈ¾q¿¡å

˜

Ö•€Àë�ù‰¸È¾À·h´ QG ; ·¹µÀº¹´=ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃµT·¹´ x̂ � 1; x̂ ±3² det x̂:
�

X

µTº¹¿ y ¸¹Å³ÇÈ·

°

ËÈ¾À¿¡å

˜

Ö æ�Ž�ù‰¸È¾À·h´ PG; ·¹µTºh´�Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕµT·h´ ' (y) ±³²

d' (y):
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AN æ�ï

�

†

µTº¹´�ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃµT·¹´=ÂÕ±3´=ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·¹´ HG(� ; � ; x) ±³² HG(� ; � ; ' (y)) ËQµTº¹¿ x 2 QG

±³² y 2 PG ¾

°

·¹´

°

ÒNº¹±•ÂÕ±3´àÉ‘±3´Æº¹¿¶±f´ � G(dx) ±3² � G(dy):
�

†

µTº¹´zÌA¾qÂÕÌfºhÂÕµT·¹´ƒÂÕ±f´z±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±f´ AP ±³² BP ±3²/ÂÃ±f´„ØYµT·¹Ì³²

°

µT·¹´ � 1(� ; � ) ±³² � 2(� ; � ):

×‰µTÉ5É‘± xCq =

"
x0 x0q

x0q xq

#

¾ÀÂÕµÀ¿Æ´

x � 1
Cq

=
1

x0xq � x2
0q

"
xq � x0q

� x0q x0

#

:

×‰µTÉ5É‘±àÂÃ±=´ÆÅfË¹¾À¿w¾q²Æ±fº¹¿ f 0g ¾!ËÞµÀº¹¿:É•º¹Âó²

°

ËhÂ

°

Ì

°

²ÆÅ k � 1 µT·‘µÀÁh²

°

±f·�²yËÈ¾À¿ÄÂÕ±��àè¹Å3µT¿Æò3É‘±

åGëhÖÐæ

x̂ � 1 =

2

6
6
6
6
6
4

� k+1
x0

+
P k

i=1
x i

x0x i � x2
0i

� x01
x0x1 � x2

01
� � � � x0k

x0xk � x2
0k

� x01
x0x1 � x2

01

x0
x0x1 � x2

01
� � � 0

� � � 0 � � � 0
� x0k

x0xk � x2
0k

0 � � � x0
x0xk � x2

0k

3

7
7
7
7
7
5

:

X

µÀº¹¿�ÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±f¿ x̂ = (x ij )0� i;j � k ÂÕ±äËhÂÕº¹´L´

°

É5Ë¹ÂÃ±�±3´¶²à¸„ÎÔºh²

°

Â

°

´Æ±3¿yÂÕ¾�¿¶±fÉ‘¾À¿ÆÒNº¹±�¸h±�Âñ¾!ÇÈ·

¸¹±�Âñ¾!´Æ±fÌ³²

°

µT·îŽhÖ

Ú

ÎÔµT¿Æ¸¹¿¶± (C1; : : : ; Ck) ±3´¶²�Å³¼

°

¸¹±3É‘É5±f·�²Lº¹·�µT¿¶¸¹¿Æ±�ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²ÄË¹º

°

´ÆÒNº„Î

°

Â

·„Î ê ¾�ÒNº„ÎÔº¹·�´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿fÖzã�µT·¹Ì x12 = x01x02=x0; ±f· ßÀÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ x ij = x0i x0j =x0; ±³²

¸¹µT·hÌ5â

x̂ =

2

6
6
6
6
4

x0 x01 � � � x0k

x01 x1 � � � x01 x0k
x0

� � � � � � � � � � � �
x0k

x0k x01
x0

� � � xk

3

7
7
7
7
5

þ�ºÈ¾À·�²

�

det x̂
°

Â„±3´¶²�¸¹µT·h·¹Å!ËÈ¾À¿àÂñ¾

X

¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·œŽhÖ•€•±3²�±f´c²�Åfß�¾ÀÂ

�

det x̂ = HG(1; 1;x) =
1

xk� 1
0

kY

q=1

(x0xq � x2
0q):

X

µÀº¹¿=ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿ x = ' (y);
°

ÂÞ·¹µTº¹´=ØÙ¾Àºh²=Áh¿w¾A¼T±3É‘±3·N²�¿ÆÅ3´ÆµTºh¸¹¿Æ±!ÂÕ±3´=ÅfÒNºÈ¾q²

°

µT·¹´à±3· x :

y0 =
� k + 1

x0
+

kX

q=1

xq

x0xq � x2
0q

;

y0q =
� x0q

x0xq � x2
0q

; q = 1; : : : ; k;

yq =
x0

x0xq � x2
0q

; q = 1; : : : ; k:

Ú

Î ¾q´¶²wºhÌf±«±f´¶²�´

°

É‘Ë¹ÂÃ±fÉ5±f·�²>¸¹±«ÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±f¿ y0 �
P k

q=1
y2

0q

yq
±³²5¸¹±7Ì3µT·¹´c²}¾q²Æ±f¿5Ò'ºh±ÓÌÀÎÔ±f´c²

1=x0: ô:·¹´Æº

°

²w±qÍ„µT· ÅfÌ3¿

°

² x0q = � y0qx0=yq Ë¹º

°

´fÍÞÌfµTÉ5É5± x0xq � x2
0q = x0=yq; µT·

ÅfÌ3¿

°

²

xq =
1
yq

+
x2

0q

x0
=

1
yq

+
y2

0qx0

y2
q

=
x0

yq
(y0 �

X

i 6= q

y2
0i

yi
):
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x = ' (y) ±3´¶²�¸¹µT·hÌ•Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕÅqÖ

Ú

±!Ìfµ'±3Ñ5Ì

°

±f·�² x ij ¸¹± x̂ ±3´¶²�¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ x ij = x0
y0i y0j

yi yj
:

X

µTºh¿àÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿‰ÂÃ±f´àË¹¿¶µWÌ}è¹¾

°

·¹±3´�ÒNºÈ¾À·�²

°

²wÅ3´

°

ÂÞ¼q¾•Ê³²w¿Æ±¡Ì3µTÉ5É‘µ'¸¹±ä¸ƒÎÐºh²

°

Â

°

´Æ±3¿‰Â—Î ¾ÀÁh¿ÆÅ³ç

¼

°

¾q²

°

µT·]öY±f·«¾ÀÌ3ÌfµT¿¶¸Ó¾A¼T±3Ì�ÂÃ±f´=¿Æ±3É�¾q¿ÆÒNº¹±f´=´¶º

°

¼q¾À·�²=ÂÕ±‡�àèhÅfµT¿¶òfÉ5±‘åGëWÖÐÜNù


 (� ; � ) = � (k � 1)� +
kX

q=1

� q:

Y�·DÅfÌf¿

°

²=¸„ÎÐ¾ÀÁQµT¿Æ¸

HG(� ; � ; x) = x � (k� 1)�
0

kY

q=1

(x0xq � x2
0q)

� q :

Ú

±!ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂƒØÙ¾

°

²à¸¹± ' (y) ËÞ±3¿ÆÉ5±3²�¾ÀÂÃµT¿Æ´�¸ƒÎÐÅ3Ìf¿

°

¿Æ±

HG(� ; � ; ' (y)) =

0

@y0 �
kX

q=1

y2
0q

yq

1

A

� 
 (�;� )
kY

q=1

y� � q
q

öŒY�·‘¿w¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±=ÒNº¹±ä´

°

x = ' (y) ¾qÂÕµT¿¶´ x0xq � x2
0q = x0=yq): þ�ºÈ¾À·�²‰¾ÀºW»‘É‘±3´Æº¹¿¶±f´L¸¹±

¿ÆÅ³ØYÅf¿¶±f·¹Ì3±�Ì3±•´¶µT·�²

� G(dx) = xk� 1
0

kY

q=1

(x0xq � x2
0q)

� 3=21QG (x)dx öcå

˜

Ö•€'åOù

� G(dy) =

0

@y0 �
kX

q=1

y2
0q

yq

1

A

1+ k
2 kY

q=1

y3=2
q 1PG (y)dy öcå

˜

ÖÁ€

˜

ù

X

µTºh¿�ÂÃ±•ßÀ¿w¾ÀË¹èh±�¸¹±•Âñ¾>É‘¾À¿ÆßÀº¹±f¿

°

²w±�²ÆµTº¹´�ÂÕ±3´�µÀ¿Æ¸¹¿¶±f´ä¸h±�Ì3Â

°

ÒNº¹±3´=É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´�´¶µT·�²

ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Æ´fÍq±3²ÄÌfµÀÉ‘É5±

°

ÂW·„Î ê½¾�ÒNº„ÎÐºh·‘´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿fÍT²ÆµTº¹´:ÂÃ±f´:±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±3´ AP Ìfµ

°

·¹Ì

°

¸¹±f·�²AÖ

érÂÈ±f·½¼q¾•¸h±�É5ÊfÉ5±àËQµTº¹¿ÄÂÕ±3´ BP : Y�·‘µÀÁh²

°

±f·�²AÍ�¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´yÂÕ±3´_�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±f´�åGëhÖÔÜ!±3²�åGëhÖ ï½â

AP = f (� 1; : : : ; � k ; � ); 
 (� ; � ) > 0 et � q > 1=2 8q = 1; : : : ; kg;

BP = f (� 1; : : : ; � k ; � ); 
 (� ; � ) <
k
2

et � q < 0 8q = 1; : : : ; kg

� 1(� ; � ) = � k=2�( 
 (� ; � ))
kY

q=1

�( � q �
1
2

)

� 2(� ; � ) = � k=2�( � 
 (� ; � ) +
k
2

)
kY

q=1

�( � � q):

Ú

Î ¾ÀËhË¹Â

°

ÌA¾q²

°

µT·¡¸¹±3´r�àèhÅfµT¿¶òfÉ5±f´yåGëhÖÔÜ�±³²LåAëhÖ ï=¾Àº•ßT¿w¾qË¹è¹±Ä¸¹±yÂñ¾àÉ�¾q¿ÆßTº¹±3¿

°

²w±1ØYµTº¹¿¶·

°

²

¾ÀÂÃµT¿Æ´�ÂÃ±f´=¸¹±3ºW»D¿Æ±3É�¾q¿ÆÒNºÈ¾ÀÁ¹ÂÃ±f´

)O
�!��������":±.¦0òñ	��.��"!�:n:I
���4Òóq&(��ôð�"!

îÛ´Æº

°

¼q¾À·�²w±3´

jlk
oš\^[nm5pq™vk5h~i<k^i

í/¼T±fÌ x 2 QG ±3² y 2 PG µ�� G ±f´c²àÂÕ±�ßT¿w¾qË¹è¹±�¸¹±äÂñ¾�É‘¾À¿¶ßTº¹±f¿

°

²Æ±

�

k + 1 ´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´fÍ¹µT·«¾>ËQµTº¹¿ (� ; � ) 2 AP
Z

QG

e� tr xy H (� ; � ; x)� G(dx) = � 1(� ; � )HG(� ; � ; ' (y)) ;
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±3²�ËQµTº¹¿ (� ; � ) 2 BP µT·«¾

Z

PG

e� tr xy H (� ; � ; ' (y)) � G(dy) = � 2(� ; � )HG(� ; � ; x):

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

érÂ„ê¥±3·#¾>²w¿¶µ

°

´àËQµT´Æ´

°

Á¹ÂÃ±f´¡âÈ´¶µ

°

²�¾ÀË¹ËhÂ

°

ÒNº¹±3¿àÂÕ±3´'�àèhÅfµT¿¶òfÉ5±f´•åGëhÖÔÜ

±3²!åAëhÖ ï'Íh´Æµ

°

²�ØÙ¾

°

¿Æ±�ÂÃ±�ÌA¾qÂÕÌfºhÂ„¸

°

¿¶±fÌ³²�öÙËQµTº¹¿�ÂÕ¾•Ë¹¿Æ±3É

°

òf¿Æ±qÍWØÙ¾

°

¿Æ±�Â—Î

°

·�²wÅfßÀ¿w¾q²

°

µT·‘¸„Î ¾qÁÞµT¿¶¸

ËÈ¾À¿½¿Æ¾ÀË¹ËQµT¿¶²

�

ºW» xq; Ë¹º

°

´5ËÈ¾À¿½¿Æ¾ÀË¹ËQµT¿¶²‘¾ÀºW» x0q; Ë¹º

°

´½ËÈ¾q¿‘¿Æ¾ÀË¹ËQµT¿¶²

�

x0; ËÞµTºh¿

Âñ¾7¸¹±fºW»

°

òfÉ5±ÀÍ1ºh²

°

Â

°

´Æ±3¿�Â—ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶± y0; y0q; yq); ´¶µ

°

²?ºh²

°

Â

°

´¶±f¿�Âñ¾ÓÉ5Å3²Æè¹µW¸h±�¸„ÎÔíä·¹¸¹±3¿Æ´¶´ÆµT·

öcåcŽ�Ž�Ž�ù•ÍWÒNº¹±¡·¹µÀº¹´à·„ÎÐ¾ÀÂÕÂÃµT·¹´‰Ë¹¾À´à¸¹Å3²w¾

°

ÂÃÂÕ±3¿

°

Ì

°

ÍN±³²=Ò'º

°

±f´c²=ÁÈ¾À´ÆÅ3±¡´Æº¹¿àÂÃ±�ØÙ¾

°

²�ÒNº¹±¡¸È¾q·¹´

ÂÕ±>Ìf¾À´!¸¹º]ßT¿w¾ÀËhè¹±½¸¹±½Âñ¾¥É�¾q¿ÆßTº¹±3¿

°

²w±ÀÍƒ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´¡ÂÕ±3´¡ÌEäT·h±f´ QG ±3² PG ´ÆµÀ·N²•è¹µÀÉ‘µTßÀòf·¹±3´

±3²�Ò'ºh±>Âñ¾�´c²w¿ÆºhÌ3²wºh¿Æ±>ËQ±fºh²¡Ê³²w¿¶±>ÌfµT·¹´

°

¸¹Å3¿ÆÅ3±

�

Âñ¾�ÂÃº¹É

°

òf¿¶±�¸h±f´!¾ÀÂÃßTòfÁ¹¿¶±f´�¸h±

w

°

·'ÁQ±f¿¶ß

öY¼Àµ

°

¿�íä·¹¸h±f¿Æ´¶´ÆµT·(±³²

w

µB
¶·È¾q¿¥ö

˜

ëTëhåOù!ËÞµTºh¿?º¹·®±•»WËÞµT´¶Å¥¿ÆÅ3Ìf±f·�²>´¶º¹¿•ÂÃ±�´Æº�
¶±3²•ù•Ö1ã�¾q·¹´

Ìf±�ÌfµT·�²w±•»'²w±ÀÍ:ÂÃ±f´•ØYµT·¹Ì3²

°

µT·h´ H (� ; � ; :) ´ÆµT·�²½¸¹±3´>Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²w´?¸h±�ÌA¾À¿Æ¾ÀÌ3²Æòf¿¶±f´>¿ÆÅ3±fÂÃ´•¸¹º

ßT¿¶µTº¹ËQ±�¸¹±3´�¾ÀºW²wµTÉ5µT¿ÆËhè

°

´¶É‘±3´�¸h± QG µTº7¸¹± PG: x�¾ÀËhËÞ±3ÂÕµT·¹´�ÒNº¹±?ËQµTº¹¿�º¹·#ßÀ¿w¾ÀË¹èh±

²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÍ QG ±³² PG ·h±7´¶µT·�²‘Ë¹¾À´‘±3·
ßÀÅf·¹Å3¿w¾ÀÂàè¹µÀÉ‘µTßÀòf·¹±3´#öY±³»W±fÉ5Ë¹ÂÕ± G = A4):
Ú

±f´�¸h±fºW»�¾ÀË¹Ë¹¿¶µWÌ}èh±f´

­

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´L²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅf´

­

±3²

­

¾ÀÂÕßÀòfÁ¹¿¶±f´‰¸h±

w

°

·'ÁQ±f¿¶ß

­

ØYµÀº¹¿Æ·

°

´Æ´¶±f·�²

ÂÕ±3´¡É‘Ê3É‘±3´�ØYµT¿ÆÉ?º¹ÂÕ±3´¡ËÞµTºh¿¡Âñ¾�É‘¾À¿ÆßTºh±f¿

°

²w±qÍ„É�¾

°

´�Â—ÎÐ±3·N¼À±fÂÃµTË¹ËQ±>ÌfµTÉ5É•º¹·¹±>¸h±f´•¸¹±fºW»

²wèhÅfµT¿

°

±f´3ÍÈ¸¹µT·�²�¾Àº¹Ì3º¹·¹±!·¹±!¿Æ±3ÌfµTºh¼'¿¶±�Â—Î ¾ÀºW²w¿Æ±qÍ¹¿Æ±3´¶²Æ±•¸hµT·¹Ì

�

¸hÅfÌfµÀºh¼'¿

°

¿3Ö

�9���������>.��õ�O�H)O
�������&(
��ö+���!�&-�������]#"
���!{�����¬÷M&(:Iï���!��w.��õ#"!��"��&(ø"!��

�":I#�ø"���ª#"
���!¬�O�]����!

î

���"!�&-���

D

Y¡·«´w¾

°

²�ÒNº„Î ¾qÂÕµT¿¶´�ÂÕ¾>ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±�±³»WËQµT·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±!±f´c²

±f·hßT±f·¹¸h¿ÆÅf±yËÈ¾À¿zºh·¹±LÉ5±f´¶º¹¿Æ± � ¸¹µT·�²/ÂÕ¾à²Æ¿w¾À·h´¶ØYµT¿¶É‘Å3±:¸¹±

Ú

¾qË¹Âñ¾ÀÌ3±1¼T±3¿Æ´

°

µT·•Ë¹è�êW´

°

Ì

°

±f·h·¹±

±f´c² S� (y) =
R

QG
e� tr (yx) � (dx) = HG(� ; � ; ' (y): í�²Æ²Æ±f·�²

°

µT·„ÍzµT·œ±f´c²?¸È¾q·¹´�ÂÃ±½ÌA¾À´

¸

°

²=·¹µT·DÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±ÀÍÈÌf¾À¿

xQyT = tr (xy) =
kX

q=0

xqyq + 2
kX

q=1

x0qy0q:

†

µÀ²ÆµT·¹´•ËQµTº¹¿�´

°

É‘Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿ 
 = � (k � 1)� +
P k

q=1 � q ±3²

1
x0

= y0 �
P k

q=1
y2

0q

yq
;

¾ÀÂÃµT¿Æ´

s� (y) = � 
 logx0 +
kX

q=1

� q logyq:

×‰µTÉ5Ëh²w±�²Æ±f·NºÓ¸h±•ÂÕ¾•É‘Å³²wè¹µ'¸¹±!¸¹Å3Ìf¿

°

²w±¡¸È¾q·¹´=Âñ¾>´Æ±3Ì3²

°

µT·DÜ¹ÍÈ·¹µTºh´�¾A¼ÀµT·¹´

�

Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿

� s0
� (y) = m = Q� 1( @

@y s� (y)) :
�

Ú

¾•ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·«¿¶ÅfÌ

°

Ë¹¿¶µWÒNº¹± y = � � (m):
�

Ú

¾>É�¾ ²w¿

°

Ìf±�èh±f´Æ´

°

±3·¹·¹± H (y) ¸¹±3´�¸hÅf¿

°

¼TÅ3±f´�´Æ±fÌ3µT·¹¸¹±3´ä¸¹± s� (y):
�

ô1²�±f·hÇ¹·7ÂÕ¾?ØYµT·¹Ì3²

°

µT·¥¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3± V(m) = � Q� 1H (� � (m)Q� 1:
Y�·7µTÁW²

°

±3·�²=¸„Î ¾qÁÞµT¿¶¸

@
@y0

x0 = � x2
0

@
@yq

x0 = � x2
0

y2
0q

y2
q

@
@y0q

x0 = 2x2
0

y0q

yq

@
@y0

logx0 = � x0
@

@yq
logx0 = � x0

y2
0q

y2
q

@
@y0q

logx0 = 2x0
y0q

yq

@
@y0

s� (y) = 
 x0 = m0
@

@yq
s� (y) = 
 x0

y2
0q

y2
q

+ � q

yq
= mq

@
@y0q

s� (y) = � 2
 x0
y0q

yq
= 2m0q:
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ér·�²w¿¶µW¸¹º

°

´ÆµÀ·¹´¢¾qÂÕµT¿¶´“ÂÃ±f´“ÒNºÈ¾À·�²

°

²wÅf´ � q = mqm0� m2
0q: Y�·?ÂÕ±3´[ºW²

°

Â

°

´¶±:ËÞµTºh¿[´

°

É5Ë¹Â

°

ÇÈ±f¿

Âñ¾•Ëh¿ÆÅf´¶±f·�²}¾ ²

°

µÀ·7¸¹± y = � � (m) âH¾ÀË¹¿¶òf´=ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ´àµT·DµTÁh²

°

±f·�²

y0 =
1

m0

0

@
 +
kX

q=1

� q
m2

0q

� q

1

A ; yq = � q
m0

� q
; y0q = � � q

m0q

� q
:

érÂ‰±3´¶²>±3·¹´Æº

°

²w±D¾q´Æ´Æ±3ì�ØÙ¾À´¶²

°

¸

°

±fºW»œ¸¹±�¸¹ÅfÌ3¿

°

¿¶±�ÂÕ±�ÌA¾ÀÂÃÌfº¹Ây¸¹± H (� � (m)):
†

µTº¹´>¾ÀÂÃÂÕµT·h´

·¹µTºh´?ÌfµÀ·N²Æ±f·�²w±3¿>¸¹±�¸hµT·¹·¹±3¿•ÂÕ±‘¿ÆÅf´¶º¹ÂÃ²w¾q²�ËÞµTºh¿ V(m): ô1²•±f·hÌfµT¿¶±ÀÍ¢ËQµTº¹¿�´

°

É‘Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿fÍ

·¹µTºh´àË¹¿Æ±3·¹µT·¹´ k = 2: ðÓ¾

°

´àÌf±fÌ

°

·„ÎÔ±f´¶²�ËÈ¾q´�¼W¿Æ¾

°

É5±f·�²àºh·¹±!¿Æ±f´c²w¿

°

Ì3²

°

µT·ƒÖ

X

µÀº¹¿=ËÈ¾À´Æ´¶±f¿

�

k ÒNº¹±3ÂÕÌ3µT·¹ÒNº¹±ÀÍ

°

Âz´¶ºhÑ½²ä¸h±�¿¶±fÉ5Ë¹Âñ¾ÀÌ3±f¿ (q; q0) ËÈ¾À¿ (1; 2) ´

°

q 6= q0
±3²�ËÈ¾q¿ (1; 1) ´

°

q = q0: Y�·DµTÁh²

°

±3·N²=ÒNº¹± VF (m) Å3ß�¾ÀÂÃ±

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

m2
0



m2

01



m2
02



m0m01



m0m02



m2
01



m4

01

 m2

0
+ 2m2

01 � 1

� 1m2
0

+ � 2
1

� 1m2
0

m2
01 m2

02

 m2

0

m3
01


 m0
+ m01 � 1

� 1m0

m2
01 m02


 m0
m2

02



m2
01 m2

02

 m2

0

m4
02


 m2
0

+ 2m2
02 � 2

� 2m2
0

+ � 2
2

� 2m2
0

m01 m2
02


 m0

m3
02


 m0
+ m02 � 2

� 2m0

m0m01



m3
01


 m0
+ m01 � 1

� 1m0

m01 m2
02


 m0

m2
01


 + � 1
2� 1

m0m01



m0m02



m2
01 m02


 m0

m3
02


 m0
+ m02 � 2

� 2m0

m0m01



m2
02

 + � 2

2� 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

¼

�

î

!���#"ï��

Ak+1 ù

k + 1
:I
������N��:

D

érÂ/¾>ËÞµTºh¿à´ÆµTÉ5É‘±³²w´

f 1; : : : ; k + 1g ±3²�ËÞµÀº¹¿�º¹·

°

ÒNº¹±f´�¾À¿¶Ê3²w±3´=ÂÕ±f´ Cq = f q; q+ 1g ¾G¼À±fÌ q = 1; : : : ; k:
×äÎÔ±f´¶²•¸¹µÀ·¹Ì>º¹·œ¾À¿ÆÁ¹¿¶±ÀÍ„ÂÃ±f´!¾À¿¶Ê3²Æ±f´!´ÆµT·�²!ÂÃ±f´¡ÌfÂ

°

ÒNº¹±3´¡É�¾ »

°

É�¾ÀÂÃ±f´�±3²!ÌÀÎÔ±f´c²•º¹·œßÀ¿w¾ÀË¹èh±

²w¿

°

¾À·hßTº¹ÂÕÅqÖ

Ú

±f´�´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´ä´ÆµÀ·N²äÂÕ±3´ Sq = f qg ¾A¼T±3Ì q = 2; : : : ; k ±³²�´¶µT·�²ä²wµÀº¹´�¸h±

É•º¹Âó²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²ÆÅ>åTÖ

†

µÀ²wµÀ·¹´¡ËÈ¾À¿ F ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌf±>¸h±f´!É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´ä´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±3´!¸„ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶± k + 1
ÒNº

°

´ÆµT·�²•²w¿

°

¸

°

¾qßTµT·È¾ÀÂÃ±f´3Í„ÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿Æ±5¸¹µT·hÌ�ÂÕ±3´�É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±f´ y = (yij )1� i;j � k+1 ²w±fÂÃÂÕ±3´

ÒNº¹± yij = 0 ´

°

ji � j j > 1 ±³² yij = yj i :
X

µTº¹¿[´

°

É5Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿fÍGµT·•·hµÀ²w±LÌfµTÉ5É‘±y¸„ÎÔèÈ¾ÀÁ

°

²wº¹¸h±

yqq = yq:
Ú

±äÌsäT·¹± PG ±f´c²à¸¹µT·¹ÌäÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±ä¸¹±3´ y 2 F ÒNº

°

´ÆµT·�²à¸¹Å³ÇÈ·

°

´�ËÞµÀ´

°

²

°

ØY´3Í'ÂÃ±

ÌEäÀ·¹± QG ±3´¶²!Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±?¸¹±f´!É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´ä´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´

°

·hÌfµTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±3´ x = (x ij )(i;j )2 ~E

²w±3ÂÕÂÃ±f´àÒNº¹± xq > 0 ËÞµÀº¹¿�²wµTºW² q = 1; : : : ; k + 1 ±3² � q = xqxq+1 � x2
q;q+1 > 0:

Ú

¾•Ë¹¿ÆµTÁhÂÕÅfÉ‘¾q²

°

ÒNº¹±ä±3´¶²=ÂÕ¾?É‘Ê3É‘±�ÒNº¹±¡ËÞµÀº¹¿�Âñ¾•É‘¾À¿¶ßTº¹±f¿

°

²Æ±ÀÍ

°

ÂQØÙ¾Àºh²àÌf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿ y =
x̂ � 1; x̂; ' (y); HG(� ; � ; x); HG(� ; � ; ' (y)) ; � G; � G ; AP ; BP ; � 1(� ; � ) ±3² � 2(� ; � ):

Ú

¾«¿¶ÅA¾ÀÂ

°

´Æ¾q²

°

µT·#¸¹±5Âñ¾�²wµq²}¾ÀÂ

°

²wÅ?¸¹±½Ìf±5Ë¹¿ÆµTßÀ¿w¾ÀÉ5É‘±?±f´¶²•²wµÀºh²w±³ØYµ

°

´!´ÆºhÁÞµT¿¶¸¹µT·¹·hÅf±

�

ÂÕ¾

´ÆµÀÂÕºh²

°

µT·5¸„ÎÔº¹·¥Ë¹¿ÆµÀÁ¹ÂÕò3É‘±�¸

°

Ñ5Ì

°

ÂÕ±qÍNÂÕ±�ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂQ¸¹± ' (y):
†

µTºh´‰ÌfµÀÉ‘É5±f·¹Ì3µT·¹´L¸¹µT·¹Ì�Ë¹¾À¿

ÂÕ±3´àÌ}è¹µT´¶±f´�ØÙ¾

°

´w¾qÁ¹ÂÕ±3´fÖJY�·7¾>¸¹µT·¹Ì!¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´=ÂÕ±‡�àè¹Å3µT¿Æò3É‘±�ŽhÖÐæhÍÈ´

°

y = x̂ � 1

y1 =
x2

� 1
yq =

xq� 1

� q� 1
+

xq+1

� q
yq;q+1 =

� xq;q+1

� q
q = 2; : : : ; k; yk+1 =

xk

� k
:

Ú

¾¥É‘Å³²wè¹µ'¸¹±>¸¹±½Âñ¾�¿¶±fÉ‘¾À¿ÆÒNº¹±½ÒNº

°

²Æ±f¿ÆÉ

°

·h±>Âñ¾�´Æ±3Ì3²

°

µT·%Ž¥ËÞ±3¿ÆÉ5±3²!¸¹±½ÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±f¿ x̂ =
(x ij ) ±³²�µÀ·«µÀÁh²

°

±f·�²�ËÞµTºh¿ 1 � i < j � k + 1

x ij =
Q j � 1

q= i xq;q+1
Q j � 1

q= i+1 xq
:



·•�
�S�! $)&'(8*�+8 {�� ÿ�j( ��(8&‡$0/r �&',Eár 1ë��! $)&'(8*2+I 

AN æ�Ž

ô:·¹´Æº

°

²w±!µT·7¾

HG(� ; � ; x) =
Q k

q=1 � � q
q

Q k
q=2 x � q

q
; � G(dx) =

Q k
q=2 xq

Q k
q=1 � 3=2

q
1QG (x)dx:

þ�ºÈ¾À·�²�¾ÀºW»D±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±f´ AP ±3² BP ËQµTº¹¿àÂÏÎÔµT¿¶¸¹¿Æ±¡ËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

² P = (C1; : : : ; Ck) Ìf±!´ÆµT·�²

AP = f (� ; � ); � 1 + � 2 > � 2; � q > 1=2 q = 1; : : : ; k; � q = � q; q = 3; : : : ; kg;

BP = f (� ; � ); � 1 + � 2 � � 2 < 2; � q < 0 q = 1; : : : ; k; � q = � q +
1
2

; q = 3; : : : ; kg:

ô:·hÇÈ·D¼Tµ

°

Ì

°

ÂÃ±f´�ØYµT·¹Ì³²

°

µT·¹´àß�¾ÀÉ5É‘¾

� 1(� ; � ) = �
k +1

2 �( � 1 + � 2 � � 2)
kY

q=1

�( � q �
1
2

)

� 2(� ; � ) = �
k +1

2 �( � � 1 � � 2 + � 2 +
3
2

)
kY

q=1

�( � � q):

†

µTºh´5·hµTº¹´½±fÉ•Á¹¾À¿ÆÒNº¹µT·h´5É‘¾

°

·N²Æ±f·È¾q·N²½ËQµTº¹¿>ÂÃ±¥ÌA¾ÀÂÃÌfº¹Â‰¸¹± ' (y):
Ú

±f´½É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´

y 2 PG Í¹ÌqÎÐ±3´¶²

�

¸

°

¿Æ±¡ÂÃ±f´àÉ‘¾q²w¿

°

Ì3±f´‰²Æ¿

°

¸

°

¾ÀßTµÀ·È¾ÀÂÕ±3´‰±³²=¸¹Å3ÇÈ·

°

±f´=ËQµT´

°

²

°

¼T±f´àµÀ·N²�Å³²wÅ¡ØYµT¿¶²

Å3²Æº¹¸

°

Åf±f´�¸È¾À·¹´�Âñ¾½Â

°

²Æ²ÆÅf¿w¾ ²wº¹¿¶±

�

Ë¹¿¶µTËQµT´�¸h±f´�ØY¿Æ¾ÀÌ3²

°

µT·h´�Ì3µT·�²

°

·'ºh±f´�¾q·È¾ÀÂÃêN²

°

ÒNº¹±f´?öY¼Àµ

°

¿

ËÈ¾À¿!±•»h±3É‘ËhÂÕ±qS®¾qÂÕÂ=ökå•ŽÀÜ�Ý�ùäË¹¾ÀßT±½Ü�æ¥±3²�´Æº

°

¼q¾À·�²w±f´wù³Ö1Y�·�¼À¾D¸„ÎÐ¾ÀÁQµT¿Æ¸]ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿ ' (y)
¸È¾À·h´‰ÂÕ±�ÌA¾À´Lµ���ÂÕ¾•¸

°

¾ÀßTµT·¹¾ÀÂÕ±=¸¹± y ±f´¶²‰ØYµT¿ÆÉ5Åf±�¸¹±?åÀÖ

Ú

Î

°

¸¹Å3±

°

·h´ÆË

°

¿ÆÅf±�¸¹±8S�¾ÀÂÃÂ“öÙ±3²‰¸¹±

´Æ±3´�Ë¹¿¶Åf¸¹Å3Ìf±f´¶´Æ±3º¹¿Æ´

X

¿

°

·¹ßT´Æèh±

°

É ±³²

w

¾À·

w

ÂÃ±fÌ��Wù�±3´¶²!¾ÀÂÃµT¿Æ´=¸¹±�ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ‘Å³²w¿¶±f¿�ÂÕ±f´ yq;q+1

ËÈ¾À¿à¸h±f´�·¹µTÉ•Á¹¿¶±f´ h1; : : : ; hk+1 ²w±3ÂÕ´=ÒNº¹±

y2
q;q+1 = hq(1 � hq+1 ):

ö—ô:·�ØÙ¾

°

²LÌf±f´�¾Àºh²w±3º¹¿Æ´‰ÅfÌf¿

°

¼À±f·�²àË¹ÂÃºh²zäÀ² y2
q;q+1 = (1 � gq� 1)qg): í/¼À¾q·N²‰¸¹±�¸¹µÀ·¹·¹±f¿LÂÕ±3´

¸¹Å³²}¾

°

ÂÕ´‰¼Àµ

°

Ì

°

º¹·¹±!Ë¹¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·�²Æ±fÌ}è¹·

°

ÒNº¹±‘â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf k5h~i|h~i

¯

µ

°

² h1; : : : ; hk+1 ¸¹±3´/·¹µTÉ•Á¹¿¶±f´z¸¹± [0; 1] ´¶µ

°

² � = (� 1; : : : ; � k) 2
f� 1; 1gk

±³²=´Æµ

°

²=Âñ¾•É‘¾q²w¿

°

Ìf± M � (h1; : : : ; hk+1 ) ´¶ê'É5Å3²w¿

°

ÒNº¹±!¸„ÎÔµT¿Æ¸h¿Æ± k + 1 â

2

6
6
6
6
6
6
4

1 � 1(h1(1 � h2))1=2 0 : : : 0 0
� 1(h1(1 � h2))1=2 1 � 2(h2(1 � h3))1=2 : : : 0 0

0 � 2(h2(1 � h3))1=2 1: : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : � k(hk(1 � hk+1 ))1=2 1

3

7
7
7
7
7
7
5

:

öcå

˜

Ö•€Àá�ù

íäÂÃµT¿Æ´‰±fÂÕÂÃ±ä±3´¶²àËQµT´

°

²

°

¼T±�±³²à´ÆµT·D¸¹Å³²w±3¿ÆÉ

°

·È¾À·�² D(h1; : : : ; hk+1 ) ·¹±¡¸¹Å3ËÞ±3·¹¸DËÈ¾À´à¸¹± �:
ãä±�Ë¹ÂÕº¹´3ÍH´

°

0 � hj < 1 ËÞµTºh¿�²ÆµTºh² j = 1; : : : ; k + 1 ±3²�´

°

pj = hj =(1 � hj ) ¾ÀÂÃµT¿Æ´

Âñ¾•É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±¡±f´c²�¸hÅ3ÇÈ·

°

±!ËÞµT´

°

²

°

¼T±ä±3²

D(h1; : : : ; hk+1 )
(1 � h1)(1 � h2) : : : (1 � hk+1 )

=
k+1X

j =0

k+1Y

i = j +1

pi : öcå

˜

Ö•€qÜNù



€Àë

H

°

·È¾ÀÂÕ±3É‘±3·�²AÍ/´

°

¸¹±�Ë¹ÂÃº¹´ hk+1 = 0 ·¹µÀ²ÆµT·¹´•Ë¹¾À¿ xq ±³² xq;q+1 ÂÃ±f´?±3·�²w¿ÆÅ3±f´ (q; q) ±3²

(q; q+ 1) ¸¹± (M � (h1; : : : ; hk+1 )) � 1: íäÂÃµT¿Æ´

D(h1; : : : ; hk ; 0) = (1 � h1) : : : (1 � hk) ökå

˜

Ö•€TïTù

xq =
D(h1; : : : ; hq� 1)

(1 � h1)(1 � h2) : : : (1 � hq)

=
1

1 � hq
[1 + pq� 1 + pq� 1pq� 2 + : : : + pq� 1pq� 2 : : : p1] ökå

˜

Ö•€Àæ�ù

xq;q+1 = �
� q(hq(1 � hq+1 ))1=2

(1 � hq)(1 � hq+1 )
[1 + pq� 1 + pq� 1pq� 2 + : : : + pq� 1pq� 2 : : : p1]

= �
� q(hq(1 � hq+1 ))1=2

1 � hq+1
xq ökå

˜

Ö•€�€Tù

xqxq+1 � x2
q;q+1 =

D(h1; : : : ; hq� 1)D(h1; : : : ; hq+1 )
(1 � h1)2 : : : (1 � hq)2(1 � hq+1 )

ökå

˜

Ö•€ÀÝ�ù

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

ô:·�¸hÅ3¼T±3ÂÕµTËhËÈ¾À·�²�ÂÃ±D¸¹Å3²Æ±f¿ÆÉ

°

·¹¾À·�²½ËÈ¾À¿5¿w¾ÀË¹ËQµT¿c²

�

ÂÕ¾�¸h±f¿Æ·

°

òf¿¶±

Â

°

ßT·¹±�µÀ·7¾

°

É‘É5Åf¸

°

¾q²w±3É‘±3·�²�Âñ¾>¿¶±fÂñ¾ ²

°

µÀ·�¸¹±!¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±f·hÌf±

D(h1; : : : ; hk+1 ) = D(h1; : : : ; hk) � hk(1 � hk+1 )D(h1; : : : ; hk� 1): öcå

˜

ÖÁ€�ŽTù

×‰µTÉ5É‘± D(h1) = 1 ±3² D(h1; h2) = 1 � h1 + h1h2 Â—Î

°

·¹¸¹ÅfËQ±f·h¸È¾À·¹Ì3±½¼

°

´

�

¼

°

´¡¸¹±

� ±f´c²½ÌfÂÕ¾

°

¿¶±ÀÖ

¯

º¹Ë¹ËQµT´ÆµÀ·¹´>É�¾

°

·�²w±3·È¾À·�² 0 � hj < 1 ËQµTº¹¿?²ÆµTºh² j = 1; : : : ; k + 1:
íäÂÃµT¿Æ´7å

˜

ÖÁ€�Ž®ËQ±f¿¶É‘±³²�ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±3É‘±3·�²�¸¹± É5µT·�²w¿¶±f¿‘ËÈ¾À¿�¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf± ÂÕ¾œØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±œå

˜

ÖÁ€qÜ¹Ö

ô:·
Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿•¸È¾À·h´5Ì3±7Ìf¾À´Då

˜

ÖÁ€qÜ]É‘µÀ·N²Æ¿Æ± D(h1; : : : ; hk+1 ) > 0: ×‰µTÉ5É‘±¥ÌqÎÐ±3´¶²

¼'¿w¾

°

ËQµTº¹¿à²wµÀºh² k; ÂÕ±!Ìf¿

°

²Æòf¿Æ±•ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±!¸¹±3´ä¸¹Å³²w±f¿¶É

°

·È¾À·�²w´=Ë¹¿

°

·¹Ì

°

ËÈ¾qºW»DÉ5µT·�²w¿Æ±•ÒNº¹±

M � (h1; : : : ; hk+1 ) ±f´c²à¸¹Å3Ç¹·

°

±�ËQµT´

°

²

°

¼T±qÖ

X

¾À¿‰¸¹±3·¹´

°

²wÅ�µÀ·�¼Tµ

°

²�ÒNº¹± M � (h1; : : : ; hk+1 )
±f´c²�ËÞµT´

°

²

°

¼T±¡´

°

Ìf±3¿¶²}¾

°

·¹´ hj ´ÆµÀ·N²�Å3ß�¾ÀºW»

�

åTÖ

¯

º¹Ë¹ËQµT´¶µT·¹´•±3·hÇÈ· hk+1 = 0: í�ÂÕµT¿¶´‘å

˜

ÖÁ€�Ž7É5µT·�²w¿¶±�ËÈ¾À¿•¿ÆÅ3Ìfº¹¿¶¿Æ±3·¹Ìf±¥ÂÕ¾DØYµT¿¶É•º¹ÂÃ±

å

˜

ÖÁ€Tï'ÖWô:·¹´¶º

°

²Æ±ÀÍWËÞµTºh¿LÌf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±3¿ xq µT·�Ë¹¿¶±f·¹¸�ÂÕ±�É

°

·¹±fº¹¿Ä¸¹±�ÂÏÎÔ±f·�²w¿¶Åf± (q; q) ¸¹±�Âñ¾!É�¾Oç

²w¿

°

Ì3± M � (h1; : : : ; hk+1 ) ±³²/µT·�¼Tµ

°

²/ÒNº„Î

°

ÂÀ±3´¶²“Åfß�¾qÂ

�

D(h1; : : : ; hq� 1)D(hq+1 ; : : : ; hk+1 ):
Ú

±•·¹µTÉ?Á¹¿Æ± xq ±f´¶²�ÂÕ±•ÒNº¹µÀ²

°

±3·N²�¸¹±•Ìf±?·¹µTÉ•Á¹¿¶±•ËÈ¾À¿ D(h1; : : : ; hk+1 ): ðÓ¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²fÍ

·¹µTºh´�¾A¼ÀµT·¹´�´Æº¹Ë¹ËQµT´¶Å hk+1 = 0 ±³²�¸hµT·¹Ì!¸„ÎÐ¾ÀË¹¿Æò3´!å

˜

Ö•€Tï•µT·«¾

D(h1; : : : ; hk+1 )=D(hj +1 ; : : : ; hk+1 ) = (1 � h1) : : : (1 � hj ):

ð7±³²Æ²}¾q·N²�±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±äÌ3±3²Æ²Æ±¡¸¹±f¿¶·

°

ò3¿Æ±�ØYµT¿ÆÉ•ºhÂÕ±�±3²¡å

˜

Ö•€ Ü•µT·¥¾?Á

°

±f·Óå

˜

Ö•€ÀæhÖ
Y¡·�Ë¹¿Æµ'Ìfò3¸¹±

¸¹±>É5ÊfÉ5±•ËÈ¾À¿¡ÒNº¹µq²

°

±3·�²!¸¹±>É

°

·¹±fºh¿�±3²!¸¹Å³²w±3¿ÆÉ

°

·È¾À·�²¡ËQµTº¹¿!¾A¼Àµ

°

¿•å

˜

ÖË€�€�Ë¹º

°

´>å

˜

ÖÁ€ÀÝ

±3²�ÂÕ¾•Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·�±3´¶²�ÌfµTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±3É‘±3·N²�É‘µT·�²Æ¿ÆÅf±qÖ

×‰±3²¶²w±äËh¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·‘Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹Âñ¾

°

²Ä±f´¶´Æ±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±3É‘±3·�² x = ' (y) ¸È¾q·¹´‰ÂÃ±�Ìf¾À´‰ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿

µ��7ÂÕ±f´ yq = 1 ËQµTº¹¿=²wµÀºh² q: ô:·#±

õ

±3²�ËQµTº¹¿�º¹·7²Æ±fÂ y 2 PG ·¹µÀ²ÆµT·¹´äËhÂÕºh²ÐäÀ² zq;q+1 =
yq;q+1 :

¯

º¹ËhËÞµT´¶µT·¹´�¸¹±?Ë¹ÂÃº¹´�Ò'ºh± zq;q+1 6= 0 ËÞµÀº¹¿�²ÆµTºh² q = 1; : : : ; k: Y�·Ó¸¹Å³ÇÈ·

°

² � q
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G ú

ç ,¶"u+I(�&)áN 8áî�1 �/1&q(�*�*��j,.à3(8á1,.�)7ûRû�8ü  2"!á1,¶�S(8á1,.�)7W�

€'å

ÌfµÀÉ‘É5±?ÂÃ±•´

°

ßT·¹±>¸¹± zq;q+1 ±3²!µT· ËQ±fºh²¡²Æ¿ÆµTºW¼T±f¿¡¸h±f´ (h1; : : : ; hk) 2 (0; 1) ²w±3ÂÕ´�ÒNº¹±

z2
q;q+1 = hq(1 � hq+1 ) ¾A¼T±fÌ hk+1 = 0: érÂz´ÆºhÑ½²�ËÞµÀº¹¿=Ìf±fÂÕ¾>¸¹±!Ë¹¿Æ±3·¹¸¹¿Æ±

hk = z2
k;k+1 ; hk� 1 =

z2
k� 1;k

1 � z2
k;k+1

; hk� 1 =
z2

k� 2;k � 1

1 �
z2

k � 1;k

1� z2
k ;k +1

: : :

†

µÀº¹´à¿Æ±3·N¼ÀµGêTµT·¹´

�

S�¾ÀÂÕÂ¢öcå•ŽqÜ�Ý�ùyË¹¾ÀßT±f´=æ�€•çkæ�Ž?ËQµTº¹¿‰Âñ¾�¼ÀÅf¿

°

ÇÈÌA¾ ²

°

µÀ·�¸¹º¥ØÙ¾

°

²‰ÒNº¹±¡ÂÕ±3´

hq ´¶µT·�²:±

õ

±fÌ³²

°

¼À±fÉ5±f·�²:¸È¾q·¹´ (0; 1): þ�ºÈ¾q·¹¸•µT·•¿¶±fÉ5Ë¹Âñ¾qÌf±yÌf±f´ hq ËÈ¾q¿¢ÂÕ±3º¹¿¢±•»WË¹¿Æ±3´Æ´

°

µT·

±f·�ØYµT·¹Ì³²

°

µT·�¸¹±f´ zq;q+1 ¸È¾À·h´5å

˜

ÖÁ€Àæ¥±3²5å

˜

Ö•€�€�µT·]¾«Â—ÎÐ±•»WË¹¿Æ±3´Æ´

°

µT·]±³»WË¹Â

°

Ì

°

²w±•¸¹± ' (y)
¼TµÀº¹ÂÕº¹±‘ö ²wµTºB
¶µÀº¹¿Æ´à´¶µTº¹´�ÂÏÎÔèNê'ËQµÀ²wèhòf´Æ±!µ��«ÂÕ±3´ yq = 1):

x�±3´¶²Æ±

�

ËÈ¾À´Æ´¶±f¿‰¾Àº‘Ìf¾À´‰µ��‘ÂÃ±f´ yq ´ÆµT·�² > 0 ÒNº¹±fÂÃÌfµT·¹ÒNº¹±3´fÖWérÂÈ´ÆºhÑ½²à¾qÂÕµT¿¶´y¸ƒÎÐµTÁh´Æ±f¿kç

¼T±3¿1ÒNº„ÎÐ¾ÀÂÕµT¿¶´[´

°

D = diag((y1)1=2; : : : ; (yk+1 )1=2) ¾ÀÂÕµÀ¿Æ´“ÂÕ±yËÈ¾À´Æ´Æ¾ÀßT±L¸¹± y
�

D � 1yD � 1

¿w¾qÉ‘ò3·¹±!¾Àº«ÌA¾À´=Ë¹¿¶ÅfÌfÅ3¸¹±f·�²ä¾A¼T±fÌ

zq;q+1 =
yq;q+1

(yqyq+1 )1=2
:

Y�·7Ìf¾ÀÂÕÌ3º¹ÂÕ±äÂÕ±f´ hq ±f·DØYµT·¹Ì³²

°

µT·D¸¹±!Ìf±f´ zq;q+1 ±³²�µÀ·7¾

xq =
1
yq

�
1

1 � hq
[1 + pq� 1 + pq� 1pq� 2 + : : : + pq� 1pq� 2 : : : p1] öcå

˜

ÖÐÝTë�ù

xq;q+1 = �
1

(yqyq+1 )1=2
� � q(hq(1 � hq+1 ))1=2 D(h1; : : : ; hq� 1)

(1 � h1) : : : (1 � hq+1 )
öcå

˜

ÖÐÝhåOù

� q = xqxq+1 � x2
q;q+1 =

1
yqyq+1

�
D(h1; : : : ; hq� 1)D(h1; : : : ; hq+1 )
(1 � h1)2 : : : (1 � hq)2(1 � hq+1 )

:öcå

˜

ÖÐÝ

˜

ù

†

µÀº¹´�¾A¼TµÀ·¹´

°

ßT·¹µT¿¶Å«ÂÃ±DÌA¾À´‘µ���Ì3±f¿¶²w¾

°

·h´ yq;q+1 = 0: ã�¾À·¹´‘Ìf±ÓÌf¾À´fÍÄÂÕ¾]É‘¾q²w¿

°

Ì3± y
±f´c²�ØYµT¿¶É‘Å3±�¸„ÎÔº¹·¥Ìf±3¿¶²}¾

°

·�·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±ä¸¹±�Á¹ÂÃµWÌ3´L²w¿

°

¸

°

¾ÀßTµT·¹¾ÀºW»‘¾ÀºW»WÒNº¹±3ÂÕ´àµT·¥¾qË¹Ë¹Â

°

ÒNº¹±äÂÕ¾

É5Å3²wèhµW¸¹±¡Ëh¿ÆÅfÌ3Åf¸¹±3·�²w±ÀÖ

™)× šœ›=ª�šœ¤•¨fª

G
bØè ¨3ª!R«Ÿ¡ 1Ú%›ÛÚâO3›)U� ,Ÿ••D•œO³¨EÙ�Ÿ‡Ú/¨³¤?¬ W O”ýr›=ªðb

Ú/¨3© Ÿ¯Ú/¨³¤?¬�­

ã�¾À·¹´?Ìf±3²¶²w±�´¶±fÌ³²

°

µÀ·„Í[·hµTº¹´>¾ÀÂÃÂÕµT·h´•¿¶Åf±•»¹¾qÉ

°

·¹±f¿•ÂÕ±3´?ÂÕµ

°

´•¸¹±±S

°

´ÆèÈ¾À¿c²?±³²

°

·�¼À±f¿Æ´¶±

S

°

´¶èÈ¾À¿c²5¾À´Æ´¶µWÌ

°

Åf±3´

�

ºh·
ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅ G
°

·�²w¿Æµ'¸¹º

°

²w±3´

�

ÂÕ¾#´Æ±3Ì3²

°

µT·)åTåDËÞµÀº¹¿

ÂÕ±3´>ÌfµT·h´

°

¸hÅf¿Æ±3¿>¸È¾À·¹´½ÂÃ±�ÌA¾À´½ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿?µ�� (� ; � ) ±3´¶²5º¹·¹±DÌ3µT·¹´¶²w¾À·�²w± p öÙËQµTº¹¿•ÂÕ¾

Ë¹¿¶±fÉ

°

òf¿¶±?±3´ÆËQòfÌf±Aù�±3²�ÂÕ±•ÌA¾À´�Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿=µ�� (� + c+1
2 ; � + s+1

2 ) ±3´¶²¡º¹·h±•ÌfµT·h´¶²}¾q·N²Æ±

� p < 0 öÙËQµTº¹¿�ÂÕ¾œ¸¹±3ºW»

°

ò3É‘±7±f´ÆËQòfÌ3±Gù•Ö=×‰±f´�Ìf¾À´�Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿Æ´5µT·�²�¸¹±3´�Ë¹¿¶µTË¹¿

°

Å3²ÆÅf´

´¶²w¾q²

°

´¶²

°

ÒNº¹±f´àØYµT¿c²

°

·�²wÅ3¿Æ±3´Æ´w¾q·N²Æ±f´3Ö

nNo”“‘f1bed•b<\af k5•ji<kJi

¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·�ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ#Ì3µT·¹·¹±•»W±�´Æºh¿ V =
f 1; : : : ; ng; ´Æµ

°

² P = (C1; : : : ; Ck) º¹·(µT¿¶¸¹¿Æ±¥ËÈ¾q¿¶ØÙ¾

°

²•¸¹±3´5Ì3Â

°

Ò'ºh±f´•É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´?±³²

(S2; : : : ; Sk) ÂÃ±f´>´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´½Ì3µT¿Æ¿¶±f´ÆËQµT·¹¸¹¾À·�²w´fÍ:´¶µ

°

² cq ±³² sq ÂÃ±f´?²w¾

°

ÂÃÂÕ±3´?¸¹± Cq ±³²



€

˜

Sq Í¢´Æµ

°

² p > maxq
cq � 1

2 ±³²½´Æµ

°

² � 2 QG : íäÂÃµT¿Æ´?Âñ¾#ÂÕµ

°

GçÍS

°

´ÆèÈ¾À¿c²½¸¹±¥Ë¹¿¶±fÉ

°

òf¿¶±

±f´¶ËÞò3Ìf±¡´¶º¹¿àÂÕ±�ÌsäT·¹±�¸h±¡É�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±f´ QG Íh¸¹±¡ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´ p ±3² � ±3´¶²=ÂÕ¾?ÂÕµ

°


 p;p;� (dx)

þ

!ð
�#"!�&(GN��G":±.��*�O�

G
÷M&(:Iï���!��`ÿ¾â[ø"!��*�":I#"ø����

Y¡·«¾>¸¹µT·hÌ


 p;p;� (dx) = e� tr (x �̂ � 1 ) (det x̂)p

� 1(p;p)(det �̂ )p
� G(dx) öcåGáWÖÐÝÀá�ù

= e� tr (x �̂ � 1 )

Q k
q=1 (det xCq )p�

cq+1
2

Q k
q=2 (det xSq )p�

sq+1
2

Q k
q=2 � sq (p)

(det �̂ )p Q k
q=1 � sq (p)

1QG (x)dx:öcåGáWÖÐÝqÜNù

Ú

±f´•Ë¹¿¶Åf´¶±f·�²}¾q²

°

µT·h´¥åGáhÖÔÝTá#±3²�åGáhÖÐÝÀÜ#¸¹± 
 p;p;� (dx) ¿ÆÅ3´Æº¹Âó²w±f·�²½¸¹±�ÂÏÎÐ¾À´ÆËQ±fÌ³²•ËÈ¾À¿c²

°

ç

ÌfºhÂ

°

±3¿?ÒNº¹±DË¹¿¶±f·¹·¹±3·�²‘ÂÃ±f´•ØYµT·hÌ3²

°

µT·¹´ HG(� ; � ; x) ±3² � 1(� ; � ) ÒNºÈ¾q·¹¸ � ±3² � ´ÆµT·�²

ÌfµÀ·¹´¶²w¾À·�²w´•´Æº¹¿!ÂÕ±3´!ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´!±3²•ÂÃ±f´¡´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´3Ö‘Y�·�ËÞ±3ºh²•É‘Ê3É‘±>¿¶±fÉ‘¾À¿ÆÒNº¹±3¿!Ò'ºh±‘´

°

ËQµTº¹¿àº¹·¹±!ËÈ¾q¿¶²

°

±¡ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃò3²w± S ¸¹±¡²}¾

°

ÂÕÂÃ± s ¸¹± G µT·D·¹µÀ²w±

f S(xS) = e� tr (xS � � 1
S )

 
detxS

det � S

! p� s+1
2 1

� s(p)

ÒNº

°

±f´c²�¾ÀËh¿Æòf´Ä²wµÀºh²yÂñ¾¡¸¹±f·h´

°

²ÆÅ=¸„ÎÐºh·¹±�ÂÃµ

°

¸¹±ºS

°

´¶èÈ¾À¿c²LµÀ¿Æ¸

°

·È¾

°

¿¶±à´Æº¹¿ÄÂÃ±�ÌsäT·¹± Ps ¾ÀÂÃµT¿Æ´

µT·«¾>ÂÏÎÔÅ3²ÆµT·¹·È¾À·�²Æ±•±•»WË¹¿Æ±3´Æ´

°

µT·


 p;p;� (dx) =
Q k

q=1 f Cq (xCq )
Q k

q=2 f Sq (xSq )
1QG (x)dx: öcåGáWÖÐÝTïTù

Ú

¾‘²w¿Æ¾À·hØYµT¿¶É‘Å3±�¸¹±

Ú

¾qË¹Âñ¾ÀÌ3±?¸¹±�Âñ¾ G S

°

´ÆèÈ¾q¿¶²�¸h±•Ë¹¿Æ±3É

°

òf¿¶±�±3´ÆËQòfÌf± 
 p;p;� ËÞµTºh¿

�̂ � 1 � � 2 PG ±³²�¸ƒÎ ¾ÀËh¿Æòf´�Âñ¾•´¶±fÌ³²

°

µÀ·œåTå!±3´¶² HG(p;p; ' (�̂ � 1 � � )=HG(p;p; � ) µTº

L 
 p;p ;� (� ) =
(det �̂ )p

(det(�̂ � 1 � � ))p
=

1
(det(I n � � �̂ ))p

öcåGáhÖÔÝTæTù

Ú

¾«ÂÃµ

°

G S

°

´¶èÈ¾À¿c²�¸h±‘Ë¹¿¶±fÉ

°

ò3¿Æ±½±f´¶ËÞò3Ìf±�±3´¶²�Âñ¾¥ÂÕµ

°

¸¹±5ÂÏÎÔ±f´¶²

°

É‘¾q²w±3º¹¿¡¸¹±5Âñ¾¥Ë¹¿¶µqç


¶±fÌ³²

°

µT· ¸¹±½Âñ¾�Ì3µO¼q¾À¿

°

¾À·hÌf±

°

·hÌfµT·¹·Nº¹±>¸¹¾À·¹´!ÂÕ±•Ìf¾À´!¸„ÎÔº¹·�É‘µ'¸¹òfÂÃ±?²w¿Æ¾À·¹ßTºhÂÕÅ•ß�¾qº¹´Æ´

°

±f·ƒÖ

X

ÂÕº¹´àËh¿ÆÅfÌ

°

´¶ÅfÉ5±f·�²

jlk
oš\^[nm5pq™ k5•~i|hji

¯

µ

°

² G = (V; E) º¹·�ßT¿w¾qË¹è¹±�²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ#Ì3µT·¹·¹±•»h±œ´Æº¹¿ V =
f 1; : : : ; ng; ´Æµ

°

² F Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾ÀÌ3±D¸¹±f´>É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´•´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´

°

·¹Ì3µTÉ5Ë¹ÂÕò³²w±f´?ßTµTºh¼À±f¿Æ·hÅf±f´

ËÈ¾À¿ G:
¯

µ

°

² N º¹· ±f·�²

°

±f¿�´¶º¹ËQÅf¿

°

±fº¹¿�µTº ÅfßT¾ÀÂ

�

ÂÕ¾5²w¾

°

ÂÃÂÕ±!¸¹±•ÂÕ¾‘Ë¹ÂÃº¹´�ßT¿Æ¾À·¹¸¹±�ÌfÂ

°

ÒNº¹±

É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±qÖ

¯

µ

°

² Z1; : : : ; ZN ¸¹±f´1¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±f´:¾qÂÕÅA¾ ²wµ

°

¿Æ±f´[¸¹±àé x

n
ßT¾Àº¹´Æ´

°

±3·¹·¹±f´

°

·¹¸¹ÅfËQ±f·'ç

¸È¾À·�²Æ±f´�Ì3±f·�²w¿¶Åf±f´à¸h±�¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3±

°

·hÌfµT·¹·Nº¹± � ²w±fÂÃÂÕ±=ÒNº¹± � � 1 2 PG: íäÂÃµT¿Æ´yÂÏÎÔ±f´c²

°

É�¾q²Æ±fº¹¿

¸¹º7É�¾ »

°

É•º¹É ¸¹±•¼'¿w¾

°

´Æ±fÉ?Á¹Âñ¾À·hÌf±•¸¹± � ±3´¶² X̂ µ�� X ±f´¶²äÂÏÎÔÅfÂÃÅfÉ5±f·�²�¸¹± QG µTÁh²Æ±f·Nº

ËÈ¾À¿àËh¿ÆµB
¶±3Ì3²

°

µT·D´Æº¹¿ F ¸¹±

1
N

NX

j =1

Z i Z T
i :

ãä±�ËhÂÕº¹´3Íh´

°

� 0 ±3´¶²àÂÕ¾�¼'¿w¾

°

±ä¼q¾ÀÂÕ±3º¹¿‰¸h± � ÍÈ¾A¼T±3Ì � � 1
0 2 PG ÍhÂñ¾�ÂÕµ

°

¸¹± X=2 ±f´¶²�¾qÂÕµT¿¶´


 N=2;N =2;� ; µ�� � ±3´¶²�Âñ¾•Ë¹¿¶µB
¶±fÌ³²

°

µT·D´Æº¹¿ F ¸¹± 2� 0:
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€qá

†

µTºh´?¾ÀÂÃÂÕµT·h´�É�¾

°

·�²w±3·È¾À·�²•±f·¹µT·hÌf±f¿•ÂÕ±3´!Ë¹¿ÆµTËh¿

°

±³²w±3´•¸ƒÎ

°

·¹¸¹±fËQ±f·h¸È¾À·¹Ì3±‘¸¹±5ÂÏÎÔè�ê'ËÞ±3¿

S

°

´¶èÈ¾À¿c²�ö—¾ÀÂ

°

¾À´)åäçÍS

°

´ÆèÈ¾q¿¶²à¸¹±!Ë¹¿¶±fÉ

°

±3¿Æ±¡±f´¶ËÞ±3Ìf±Aù³Ö

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf ku•~i|•~i

¯

µ

°

² G º¹·�ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±>²Æ¿

°

¾q·¹ßTº¹ÂÃÅ>±3²�´Æµ

°

² C = f C1; : : : ; Ckg º¹·

µT¿¶¸¹¿Æ±½ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²�¸¹±f´•ÌfÂ

°

ÒNº¹±f´¶É�¾O»

°

ÉÍ�È¾ÀÂÃ±f´•Ö

¯

µ

°

² S = f S2; : : : ; Skg Â—Î„±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±½ÌfµT¿kç

¿Æ±3´ÆËQµT·¹¸È¾q·N²Æ´>¸¹±f´>´¶ÅfËÈ¾q¿w¾q²Æ±fº¹¿¶´>É

°

·

°

É‘¾ÀºW»ÞÖ

¯

µ

°

² X 2 QG º¹·¹±�¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±‘¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ±

ÒNº

°

´Æº

°

²=º¹·¹±•ÂÕµ

°

¸¹±!¸¹±3·¹´

°

²wÅ

HW(x; � ; N ) =
Q k

i=1 wci (xCi ; � Ci ; N )
Q k

i=2 wsi (xSi ; � Si ; N
; öcåGáhÖÐÝG€Tù

µ��DËQµTº¹¿à²wµTºW²=´ÆµTº¹´=±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±!Ì3µTÉ‘ËhÂÕ±3² C � V ¸h±•Ìf¾À¿Æ¸

°

·È¾ÀÂ

°

²ÆÅ c

wc(xC ; � C ; N ) =
(det xC )

N
2 � c+1

2

� c( N
2 )(det � C )

N
2

exphxC ; � � 1
C i : öcåGáhÖÐÝTÝ�ù

íäÂÃµT¿Æ´

åTÖ X Rk �Sk ? (X Rk ;Sk X � 1
Sk

; X H k � 1 );
˜

Ö X Rk �Sk � wr k ( N � sk
2 ; � 2�1)

áhÖ X Rk ;Sk X � 1
Sk

jX H k � 1 � N (� Rk ;Sk � � 1
Sk

; Bk)

µ�� Bk ±f´c²�ÂÏÎÔµTËÞÅ3¿w¾q²Æ±fº¹¿àÁ

°

Â

°

·¹ÅA¾

°

¿Æ±

(u; v) 2 é x

Rk ;Sk 
 é x

Sk ;Rk 7! u X Sk v � � 1
Rk �Sk

:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af

×‰µTÉ5É5±�ÂÃ±f´ � Cj ; j = 1: : : ; k ´ÆµT·�²ä¸¹Å3ÇÈ·

°

±f´�ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±f´ä±³²�ÒNº¹±•ÂÃ±

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹± G ±3´¶²5¸¹±3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´w¾ÀÁ¹ÂÃ±ÀÍ

°

Â�±3·û¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²Æ±«ÒNº¹±

b� � 1
±f´c²‘¸¹¾À·¹´ PG Ö

†

µTº¹´5¾A¼TµÀ·¹´

¸¹µT·hÌ

b� � 1 =
kX

i =1

� � 1
Ci

�
kX

i =2

� � 1
Si

:

±3²

Q k
i=1 exp� 1

2hxCi ; � � 1
Ci

i
Q k

i=2 exp� 1
2hxSi ; � � 1

Si
i

= exp�
1
2

�
hxH k � 1 ; � � 1

H k � 1
i + hxCk ; � � 1

Ck
i � hxSk ; � � 1

Sk
i
�

:

öcåGáhÖÐÝ�Ž�ù

†

µÀº¹´=¸¹±fÌ3µTÉ‘ËQµT´¶µT·¹´=É�¾

°

·�²w±3·È¾À·�²àÂÕ±3´=É�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´ xCk ¾À·¹¸ � Ck ±f·«Á¹ÂÕµ'Ì��N´�Ì3µT¿Æ¿¶±f´¶ËÞµT·'ç

¸È¾À·�²?¾ Sk ¾À·¹¸ Rk = Ck n Sk ±³²?ÒNº¹±‘·¹µTº¹´•·¹µÀ²ÆµT·¹´?¿¶±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3É‘±3·N²¯æ•åsç½¾À·¹¸“æ

˜

ç

ËQµTº¹¿¡¾ÀÂÃÂÕ±3ßT±f¿�ÂÕ±3´�·¹µÀ²w¾q²

°

µT·¹´fÖ

†

µÀº¹´�ºh²

°

Â

°

´ÆµT·h´äÂñ¾‘¸¹±fÌ3µTÉ‘ËQµT´

°

²

°

µT·Ó¸h±½×‰è¹µTÂÃ±f´���êÓËÞµTºh¿

Ì}èÈ¾ÀÌ3º¹·¹±•¸¹±!Ìf±3´�É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�±³²�·hµTº¹´�¾A¼TµT·¹´�¸¹µT·hÌ

x =
�

x1 x12

x21 x2

�

=
�

1 0
x21x � 1

1 1

� �
x1 0
0 x2�1

� �
1 x � 1

1 x12

0 1

�

;

±3²�·¹µTº¹´=¾A¼TµÀ·¹´=º¹·¹±¡¸¹±3ÌfµTÉ5ËÞµÀ´

°

²

°

µT·‘´

°

É

°

Âñ¾

°

¿Æ±àËQµTº¹¿ � : ã�±¡´

°

É5Ë¹ÂÃ±f´‰É?º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

ÌA¾ ²

°

µÀ·¹´

¸¹±!É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´à¸¹µT·¹·h±f·�²�¾ÀÂÕµT¿¶´

hxCk ; � � 1
Ck

i�h xSk ; � � 1
Sk

i = hx2�1; � � 1
2�1i + h(x21x � 1

1 � � 21� � 1
1 ); x1(x � 1

1 x12� � � 1
1 � 12)� � 1

2�1 i
öcåGáhÖÁŽTë�ù



€qÜ

†

µÀº¹´=¸¹±fÌ3µTÉ‘ËQµT´¶µT·¹´�¾Àº¹´¶´

°

ÂÕ±3´=¸¹±3²Æ±f¿ÆÉ

°

·¹¾À·�²w´à¸¹±!Âñ¾?ØÙ¾qÌfµT·«´Æº

°

¼q¾À·�²w±

Q k
i=1 (det xCi )

N
2 � ci +1

2

Q k
i=2 (det xSi )

N
2 � si +1

2

=
Q k� 1

i=1 (det xCi )
N
2 � ci +1

2

Q k� 1
i=2 (det xSi )

N
2 � si +1

2

(det xCk )
N
2 �

ck +1
2

(det xSk )
N
2 �

ck +1
2

=
Q k� 1

i=1 (det xCi )
N
2 � ci +1

2

Q k� 1
i=2 (det xSi )

N
2 � si +1

2

(det x2�1)
N � sk

2 �
r k +1

2 (det x1)�
ck � sk

2
öcåGáhÖÉŽhåGù

†

µÀº¹´=¸¹±fÌ3µTÉ‘ËQµT´¶µT·¹´=É�¾

°

·�²w±3·È¾À·�²àÂñ¾>Ì3µT·¹´¶²w¾À·�²w±•¸¹±!·¹µT¿¶É�¾ÀÂ

°

´Æ¾q²

°

µT·„Ö

Q k
i=1 � ci (

N
2 )(det � Ci )

N
2

Q k
i=2 � si (

N
2 )(det � Si )

N
2

=
Q k� 1

i=1 � ci (
N
2 )(det � Ci )

N
2

Q k� 1
i=2 � si (

N
2 )(det � Si )

N
2

1

�
r k sk N

2 � ck ( N � sk
2 )�

N � sk
2

2�1 �
sk
2

2�1

öcåGáhÖÉŽ

˜

ù

H

¾

°

´¶µT·¹´àÉ‘¾

°

·�²w±3·È¾À·�²=ÂÕ±äÌ}èÈ¾À·¹ßT±3É‘±3·�²ä¸¹±¡¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±

x 2 QG 7! (xH k � 1 ; x2�1x � 1
1 ; x1

¸¹µT·�²�ÂÕ±WýT¾ÀÌ3µTÁ

°

±3·Ó±3´¶² (det x1)ck � sk : ô:·#ºh²

°

Â

°

´w¾À·�²!åGáWÖÐÝ�ŽhÍ/åGáhÖÉŽTëhÍ/åGáhÖÉŽ

˜

Í“åAáhÖ•ŽWå�±³²äÂÃ±

ýT¾ÀÌ3µTÁ

°

±3·DÌ

°

¸¹±3´Æ´Æºh´fÍQ·¹µTº¹´=µTÁh²Æ±f·¹µÀ·¹´

HW(x; � ; N )dx =
Q k

i=1 wci (xCi ; � Ci ; N )
Q k

i=2 wsi (xSi ; � Si ; N )

�H W(xH k � 1 ; � H k � 1 ; N )
(det x2�1)

N � sk
2 �

r k +1
2

� ck ( N � sk
2 )�

N � sk
2

2�1

exp�h x2�1; � � 1
2�1i

�
(det x1)

ck � sk
2

�
r k sk N

2 �
sk
2

2�1

exp�h (x21x � 1
1 � � 21� � 1

1 ); x1(x � 1
1 x12 � � � 1

1 � 12)� � 1
2�1)i

� dxH k � 1 dx1dx2�1 : öcåGáhÖÁŽTá�ù

†

µTºh´L¼TµGêÀµT·¹´à¸¹µT·hÌäÌfÂÕ¾

°

¿¶±fÉ5±f·�²yÒNº¹± x2�1 = xRk �Sk ±3² x21x � 1
1 = xRk Sk x � 1

Sk
±3²w¾À·�²

¸¹µT·h·¹± xH k � 1 ´¶º

°

¼À±f·�²:Á

°

±f·•ÂÃ±f´“¸

°

´c²w¿

°

Á¹ºh²

°

µT·h´

°

·¹¸

°

ÒNº¹±3±f´[¸È¾À·¹´[ÂÏÎÔ±f·¹µT·hÌf±‰±³²1ÒNº¹± xRk �Sk

±f´c²

°

·¹¸¹±3ËÞ±3·¹¸È¾À·�²Ä¸¹± (xRk Sk x � 1
Sk

; xH k � 1 ):
†

µTº¹´ÄËQµTºh¼TµÀ·¹´Ä±3¼

°

¸¹±3É‘É5±f·�²Ä¿¶±fËQ±3²w±3¿ÄËÞµTºh¿

·„Î

°

É5ËÞµÀ¿¶²w±•ÒNº¹±fÂ j = 2; : : : k � 1 Â—Î ¾q¿ÆßTº¹É5±f·�²�ÒNº¹±•·¹µTºh´¡¾A¼TµT·¹´¡¸hµT·¹·¹±•ËQµTº¹¿ k ±3²

°

Â

´fÎÔ±f·¥´¶º

°

²‰ÒNº¹±¡ËÞµÀº¹¿L²ÆµTºh² j = 2; : : : ; k Í'·¹µTº¹´à¾A¼ÀµT·¹´�ÒNº¹± xR j �Sj ±f´c²

°

·¹¸h±fËQ±f·¹¸È¾q·N²�¸¹±

(xR j Sj x
� 1
Sj

; xH j � 1 ):

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf k5•~iÅú!i

¯

µ

°

² P = (C1; : : : ; Ck) º¹· µT¿¶¸¹¿Æ±�ËÈ¾À¿¶ØÙ¾

°

²�¸¹±f´�Ì3Â

°

Ò'ºh±f´�É‘¾ »

°

ç

É‘¾ÀÂÕ±3´‰¸¹º¥ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±�²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅ G ÍW´Æµ

°

² p > 0 ±3²�´Æµ

°

² (� ; � ) = (� p � c+1
2 ; � � � s+1

2 ) Ö
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G ú

ç ,¶"u+I(�&)áN 8áî�1 �/1&q(�*�*��j,.à3(8á1,.�)7ûRû�8ü  2"!á1,¶�S(8á1,.�)7W�

€Àï

¯

µ

°

² � 2 QG ±3²>´¶µ

°

² X º¹·¹±�¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±‘¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ±½´Æºh¿ QG ¸h±�ÂÕµ

°y°

·�¼À±f¿Æ´¶±™S

°

´¶èÈ¾À¿c²

I W�;� ;� : Y�·5·¹µÀ²w±=ËÈ¾q¿ X 2 Âñ¾¡¿Æ±3´¶²Æ¿

°

Ì³²

°

µT·½¸¹± X ¾qº‘´¶ÅfËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿ S = Sk ; µT·5·¹µÀ²w±=ËÈ¾q¿

X K =

"
X 2 X 23

X 32 X 3

#

; X M =

"
X 1 X 12

X 21 X 2

#

ÂÕ±3´[¿¶±f´c²w¿

°

Ì3²

°

µT·¹´/¿¶±f´ÆËQ±fÌ³²

°

¼T±f´[¸¹± X
�

K = Ck ±3² M = C1[ : : :[ Ck� 1; µT·�·hµÀ²w± X 0
3 =

X 3� X 32X � 1
2 X 23 ±3² X 0

32 = X 32X � 1
2 : íäÂÕµÀ¿Æ´ X M ±3² (X 0

32; X 0
3) ´ÆµÀ·N²

°

·¹¸hÅfËQ±f·¹¸È¾q·N²Æ±f´3Ö

ãä±#ËhÂÕº¹´3Í X M ´¶º

°

²‘º¹·¹±#ÂÃµ

°=°

·�¼T±3¿Æ´¶±PS

°

´¶èÈ¾À¿¶²‘¸¹±#Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±3´ (� M ; � M ; � M ): ô:·

ÌfµÀ·N¼À±f·È¾q·N² � 0
3 = � 3 � � 32� � 1

2 � 23 µÀ·�¾!Ò'ºh± X 0
3 ´¶º

°

²yÂÕ¾!ÂÃµ

°¹°

·N¼À±f¿¶´Æ±9S

°

´ÆèÈ¾q¿¶²yµT¿Æ¸

°

·È¾

°

¿Æ±

´Æºh¿>ÂÕ±�ÌsäT·¹± Pck � sk ¸¹±f´>É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´•´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´>¸¹Å³ÇÈ·

°

±3´>ËÞµÀ´

°

²

°

¼À±f´•¸„ÎÔµT¿¶¸¹¿Æ± jK j �
jSj = ck � sk

1
� ck � sk (p + ck +1

2 )
(det x0

3)� p�
ck +1

2 �
ck � sk +1

2 e� tr (� 0
3 (x0

3 ) � 1 )1Pck � sk
(x0

3)dx0
3:

ô:·hÇÈ·„ÍGÂÕ¾‰ÂÕµ

°

¸¹± X 0
32 ÌfµT·h¸

°

²

°

µT·¹·hÅf±1ËÈ¾q¿ X 0
3 ±3´¶²/º¹·¹±ÄÂÃµ

°

·hµT¿ÆÉ‘¾ÀÂÕ±[´Æº¹¿ L = L( é x

S; é x

K nS)
¸¹±!ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3± x0
23 7! 1

2 � � 1
2 x0

23 ±3²�¸¹±!É‘µGêÀ±f·¹·¹± � � 1
2 � 23(X 0

3)
� 1:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

ô:ÂÕÂÃ±à±f´c²y²Æ¿Æò3´LË¹¿¶µWÌ}èh±�¸¹±=Ì3±fÂÕÂÃ±à¸¹±�Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·¥åTåTÖ

˜

ÍTË¹º

°

´ÆÒNº„Î

°

Â

´ÆºWÑ5²Ä¸h±�ÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿[Âñ¾äÂÃµ

°

¸h± (X M ; X 0
32; X 0

3):
†

µTº¹´:Ì3µT·¹´Æ±3¿¶¼ÀµT·¹´

�

¸¹±f´¶´Æ±

°

·½Âñ¾�·¹µÀ²}¾ ²

°

µÀ·

(� ; � ) ËQµTº¹¿ÄÒNº¹±=ÂÕ±àÂÃ±fÌ3²Æ±fº¹¿:¿¶ÅA¾ÀÂ

°

´¶±à±³»h¾ÀÌ3²Æ±fÉ5±f·�²

�

ÒNº¹±3ÂÈÉ‘µÀÉ‘±3·N²ÄÂ—ÎÐè�ê'ËQµÀ²wè¹ò3´Æ± (� p�
c+1

2 ; � p � s+1
2 ) = (� ; � ) ¸¹±³¼

°

±f·�²•·¹ÅfÌ3±f´¶´w¾

°

¿Æ±ÀÖ

Ú

¾¥ÂÕµ

°

¸¹± (X M ; X 0
32; X 0

3) ±3´¶²AÍ/¾A¼À±fÌ

º¹·¹±!Ì3µT·¹´¶²w¾À·�²w±•É•º¹Âó²

°

ËhÂ

°

Ìf¾q²

°

¼T± K

K e� tr (� M ( ^xM ) � 1 )HGM (� M ; � M ; xM )� GM (dxM )

e� tr (� 2x0
23 (x0

3 ) � 1x032� tr (� 3 (x0
3 ) � 1 )+2tr (� 32 x0

23 (x0
3 ) � 1 )

(det x0
3)� k �

ck +1
2 (det x2)� k � � k +

ck � sk
2 dx0

23dx0
3: öcåGáhÖÁŽÀÜNù

X

µÀº¹¿>ÅfÌ3¿

°

¿¶±�Ìf±3Âñ¾#·¹µÀº¹´½¾A¼TµT·¹´>ºW²

°

Â

°

´¶Å‘ÂÃ±f´•ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±3´�åGëWÖÐÜGŽWÍLåTåÀÖ æÀÜhÍ‰åTåTÖÐæ�ïWÍyåTåTÖÐæTæ#±³²

åTåTÖÐæG€WÖ�ôÄ·h´Æº

°

²w±ÀÍ=ÂÃ±]Ì}èhµ

°

»)Ë¹¾À¿¶²

°

ÌfºhÂ

°

±3¿�¸¹± (� ; � ) ËÞ±3¿ÆÉ5±3²«¸¹± ²wºh±f¿«ÂÏÎÔ±³»WËÞµÀ´w¾À·�²«¸¹±

detx2 ±³²¡¸„ÎÔµTÁh²w±3·

°

¿¡Â—Î

°

·¹¸¹Å3ËÞ±3·¹¸È¾À·¹Ì3±•¸¹± X M ¾A¼T±fÌ (X 0
32; X 0

3):
X

µTº¹¿�²Æ¿ÆµTºh¼À±f¿!Âñ¾‘ÂÕµ

°

É‘¾À¿Æß

°

·È¾ÀÂÃ±¢¸¹± X 0
3

°

ÂÀ´ÆºhÑ½²[¸„Î

°

·�²wÅfßÀ¿Æ±f¿“ËÈ¾À¿/¿Æ¾ÀË¹ËQµT¿¶²

�

x0
23 ´Æºh¿/²ÆµTºh²[é x

jK j�j Sj
Âñ¾à¸¹±f·h´

°

²ÆÅ

¸¹±DÂñ¾#ÂÃµ

°


¶µ

°

·�²w±¥¸¹± (X 0
32; X 0

3) öYË¹¿ÆµÀËÞµT¿c²

°

µT·¹·¹±3ÂÕÂÕ±�¾Àº(Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²½¸¹±f´½¸¹±3ºW»û¸¹±3¿Æ·

°

òf¿Æ±3´

Â

°

ßT·¹±3´�¸¹±¥åGáhÖÁŽÀÜNù�±f·�´fÎÐ¾

°

¸¹¾À·�²!¸¹±>Âñ¾

X

¿ÆµÀËÞµT´

°

²

°

µT·®åAëhÖ

˜

Íƒ±3²!·hµTº¹´¡´w¾qºh²wµT·h´•Ì3±>ÌA¾ÀÂÃÌfº¹Â

ØÙ¾À´c²

°

¸

°

±fº'»ƒÖ

Ú

±f´�ÌfµT·h´¶²}¾q·N²Æ±f´�¸ƒÎ

°

·N²ÆÅfßT¿Æ¾q²

°

µT·D´ÆµT·�²ä¸¹µT·¹·¹Å3±f´�Ë¹¾À¿�ÂÕ¾

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·]åGëhÖÐáhÖ

Y�·Ó±3·Ó¸¹Å3¸¹º

°

²�¾ÀÂÃµT¿Æ´�ØÙ¾qÌ

°

ÂÃ±fÉ5±f·�²=ÒNº¹±?ÂÕ¾>ÂÕµ

°

Ì3µT·¹¸

°

²

°

µÀ·¹·¹±fÂÃÂÕ±�¸h± X 0
23 ´Æ¾ÀÌ}èÈ¾À·�² X 0

3 ±f´c²

º¹·¹±¥ÂÃµ

°

ßT¾Àº¹´Æ´

°

±3·¹·¹±ÀÍ:¸hµT·�²½ÂÕ±f´>Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±3´•´Æ±DÌA¾qÂÕÌfºhÂÕ±f·�²

�

Â—Î ¾

°

¸¹±�¸h±¥Âñ¾Ó²w¿¶µ

°

´

°

ò3É‘±

ËÈ¾À¿c²

°

±¡¸¹±!Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT· åGëhÖ

˜

Ö

—
\^[B\��˜�<t4b<[�™�ku•~iœ\~i

¯

µTº¹´LÂÕ±f´yè�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±f´à¸¹±�Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·DåGáhÖÔÜ¹ÍNËÞµTºh¿ q = 2; : : : k
·¹µÀ²ÆµT·¹´ Rq = Cq n Sq:

¯W°

A ±3² B ´¶µT·�²!¸¹±f´¡±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÃ±f´!ÌfµTÉ5Ë¹ÂÃ±3²w´�¸¹±>´ÆµÀÉ‘É5±3²Æ´�µT·

·¹µÀ²Æ± X A ±3² X A;B ÂÃ±f´à¿¶±f´¶²Æ¿

°

Ì3²

°

µT·¹´à¸¹± X
�

A � A ±3²

�

A � B:
†

µÀ²wµÀ·¹´�¾Àº¹´Æ´

°

X 0
Rq

= X Rq � X Rq ;SqX
� 1
Sq

X Sq ;Rq ; X 0
Rq ;Sq

= X Rq ;SqX
� 1
Sq

:



€Àæ

íäÂÃµT¿Æ´àÂÃ±f´�¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±f´=¾ÀÂÃÅA¾q²Æµ

°

¿¶±f´

X C1 ; (X 0
R2

; X 0
R2 ;S2

); (X 0
R3

; X 0
R3 ;S3

); : : : ; (X 0
Rk

; X 0
Rk ;Sk

)

´ÆµÀ·N²

°

·¹¸hÅfËQ±f·¹¸È¾q·N²Æ±f´3ÖÀãä±LË¹ÂÕºh´¢±f·�ÌfµT·�¼À±f·È¾À·�² � 0
Rq

= � Rq � � Rq ;Sq �
� 1
Sq

� Sq ;Rq ¾ÀÂÕµT¿¶´ X 0
Rq

´Æº

°

²�ºh·¹±�ÂÕµ

°Þ°

·N¼À±f¿¶´Æ±�S

°

´¶èÈ¾À¿c²�µT¿¶¸

°

·È¾

°

¿Æ±�¸¹±�Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±3´ � 0
Rq

±³² cq � sq ±3² X Cq ´Æº

°

²

º¹·¹±¡ÂÃµ

°Q°

·�¼T±3¿Æ´Æ±�S

°

´ÆèÈ¾À¿c²àµT¿¶¸

°

·È¾

°

¿Æ±�¸¹±¡ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±f´ � Cq ±³² cq: ô:·hÇÈ·„Í¹Ì3µT·¹¸

°

²

°

µT·¹·¹Å3±

ËÈ¾À¿ X 0
Rq

; ÂÕ¾5ÂÃµ

°

¸¹± X 0
Sq ;Rq ±f´¶²�ß�¾Àº¹´¶´

°

±3·¹·¹±�¸¹±?Ì3µO¼q¾À¿

°

¾À·hÌf± xSq ;Rq 7! 1
2 � � 1

Sq
xSq ;Rq ±³²

¸¹±!É5µOêÀ±f·¹·h± � � 1
Sq

� Sq ;Rq (X
0
Rq

)� 1:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i2X

¾À¿>¿¶ÅfÌfºh¿Æ¿Æ±3·¹Ìf±«´Æºh¿ k
�

Ë¹¾À¿¶²

°

¿?¸h±¥Âñ¾

X

¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT· åGáWÖÐÜ¹Ö3x�±•ç

É‘¾À¿ÆÒNº¹µT·h´�ÒNº¹±>Ìf±³²Æ²w±?¿ÆÅfÌ3º¹¿Æ¿¶±f·¹Ì3±½ËÈ¾À¿¶²�¸¹± k = 1 ±3²äØYµTº¹¿Æ·

°

²�ÒNº¹± X C1 ´Æº

°

²�º¹·h±>ÂÕµ

°

°

·�¼À±f¿Æ´¶±;S

°

´ÆèÈ¾À¿c²äµÀ¿Æ¸

°

·È¾

°

¿¶±¡¸¹±•ËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±3´ � C1 ±3² c1:
X

µTº¹¿äµÀÁh²w±3·

°

¿=ÒNº¹± X Cq ´Æº

°

²

º¹·¹±½ÂÃµ

°¢°

·N¼À±f¿¶´Æ±qS

°

´¶èÈ¾À¿¶²!µÀ¿Æ¸

°

·È¾

°

¿¶±?¸¹±½ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´ � Cq ±³² cq;
°

Â[ØÙ¾qºh²!´Æ±½¿w¾qË¹ËÞ±3ÂÕ±3¿

º¹·œ¸¹Å3²w¾

°

ÂÄÌfµÀ·¹Ìf±3¿Æ·È¾À·�²?ÂÕ±f´•µT¿¶¸¹¿Æ±3´?ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²Æ´!´Æº¹¿ C : ·ƒÎ

°

É‘ËQµT¿¶²Æ±½Ò'ºh±fÂyÅfÂÕÅ3É‘±3·�²?¸¹± C
ËQ±fºh²àÊ³²w¿¶±¡Ë¹¿

°

´�ÌfµTÉ5É5±�ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²

°

·

°

²

°

¾ÀÂH¸„ÎÔº¹·DµT¿Æ¸¹¿¶±�ËÈ¾À¿cØÙ¾

°

²¡öY¼Àµ

°

¿‰Ç¹·¥¸¹ºœ�àè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±
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x�¾qË¹ËÞ±3ÂÕµT·h´“ÒNº„ÎÔº¹·•É5µ'¸¹òfÂÃ±:ßT¿w¾ÀËhè

°

ÒNº¹±y¸

°

´¶Ìf¿¶±3²“±f´c²1Âñ¾à¸¹µÀ·¹·¹Åf±L¸„ÎÔº¹·?ßT¿Æ¾ÀË¹è¹± (V; E)
öYÇ¹·

°

ÍH±3²ä·¹µT·7µT¿

°

±f·�²wÅAù³ÍQ±3²�¸„ÎÐºh·¹±?ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±�¸„ÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±3´äÇÈ·

°

´ (Av)v2 V : Y�·Ó·¹µÀ²Æ±?ËÈ¾q¿

C ÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ±5¸¹±f´•ÌfÂ

°

ÒNº¹±3´�É‘¾ »

°

É‘¾ÀÂÕ±3´�¸¹±5Ìf±5ßT¿w¾qË¹è¹±Dâ/ÌÀÎÔ±f´¶²�²wµTº�
¶µTº¹¿Æ´!º¹·h±5ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±

¸¹±

¯

ËQ±f¿Æ·h±f¿fÖ

Ú

±?É5µW¸hòfÂÕ±¡±3´¶²�¾ÀÂÕµT¿¶´=ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•Á¹ÂÃ±�¸h±f´äËh¿ÆµTÁÈ¾qÁ

°

Â

°

²wÅ3´ p = (p(a))a2 A ´¶º¹¿

A = � v2 V Av ²w±3ÂÕÂÕ±3´?ÒNº¹±�ËQµTº¹¿•²wµTºW² a 2 A µT·(¾

°

² p(a) > 0 ±3²•²Æ±fÂÃÂÕ±f´•ÒNº¹± logp
±f´c²�º¹·h±�ÌfµTÉ?Á

°

·È¾

°

´ÆµÀ·‘Â

°

·¹Åf¾

°

¿¶±�¸h±äØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·¹´ f C
°

·h¸¹±³»WÅf±3´�ËÈ¾À¿ C µ�� a = (av)v2 V 7!
f C (a) ·¹±=¸¹Å3ËÞ±3·¹¸�ÒNº¹±=¸¹±3´ av ²Æ±fÂÕ´:ÒNº¹± v 2 C: érÂÈ´fÎÐ¾Àß

°

²:¸„ÎÔº¹·¹±=ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±y±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±

=5@³ÿ�@.�‰	�?A�³Ö¹×‰µÀÉ‘É5±�µT·¥ÂÃ±�´w¾

°

²AÍWÂÏÎÔ±f´¶²

°

É‘¾q²

°

µT·�¸h± p ËÈ¾À¿àÉ‘¾ »

°

É•ºhÉ ¸h±�¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±

±f´c²�´c²}¾À·h¸È¾À¿Æ¸
¸È¾À·¹´‘ÂÕ±DÌA¾q´‘¸„ÎÔº¹·
É‘µ'¸¹òfÂÃ±D´w¾q²Æº¹¿ÆÅqÍyÌqÎÐ±3´¶²

�

¸

°

¿Æ±D´

°

ÂÕ±DßT¿Æ¾ÀË¹è¹±«Å3²w¾

°

²

ÌfµÀÉ‘Ë¹ÂÃ±3²fÖzô:ÂÕÂÕ±½·„ÎÔ±f´c²?Ë¹¾À´�¿¶Åf´¶µTÂÕº¹ÁhÂÕ±½±³»WË¹Â

°

Ì

°

²w±3É‘±3·N²•±3·�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÏÍzÉ‘¾

°

´¡·hµTº¹´�¾Àº¹¿ÆµÀ·¹´

º¹·¹±!´¶µTÂÕºh²

°

µT·¥±•»WË¹Â

°

Ì

°

²Æ±�´

°

ÂÃ±¡ßT¿w¾qË¹è¹±!±f´c²�²Æ¿

°

¾À·¹ßTº¹ÂÃÅÀÖ

×‰µTÉ5É‘±3·¹ÌfµT·h´LËÈ¾q¿L¿¶Å3¼

°

´¶±f¿‰Â—ÎÐ±3´¶²

°

É‘¾q²

°

µT·>¸¹±f´LËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ‘ò³²w¿¶±f´y¸È¾À·¹´LÂÕ±f´yÌA¾q´‰¸„ÎÔº¹·¹±�ÂÕµ

°

Á

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±�µTºDÉ•ºhÂÃ²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±=´ÆµTº¹´�ÂÏÎÐ¾À·¹ßÀÂÕ±�¸¹±3´àØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´‰±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±f´3Ö

p�\gb��3b<f1\ap�betN�e™^i

¯

µ

°

²

B(N; p) =
NX

k=0

Ck
N pk(1 � p)N � k � k

Âñ¾5ÂÕµ

°

Á

°

·¹µTÉ

°

¾qÂÕ±¡µ�� N ±f´c²äÇh»WÅ•±³²¡µ�� p ±f´¶²

°

·¹Ì3µT·¹·Nº„Ö

¯W°

µT·7ËÞµÀ´Æ± e� = p
1� p µT·Ó±f·

¸¹Å3¸¹º

°

²=ÒNº¹± p = e�

1+ e� ; Ò'ºh± 1 � p = 1
1+ e� ±3²�¸¹µÀ·¹Ì!Ò'ºh±

Ck
N pk(1 � p)N � k = ek� � N log(1+ e� ) :
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€�€

íäºW²w¿Æ±3É‘±3·�²=¸

°

²fÍhÂÕ±¡É5µ'¸¹òfÂÃ± (B (N; p); p 2]0; 1[) ±f´¶²�º¹·h±�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±�±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±¡·È¾ ç

²wºh¿Æ±fÂÃÂÕ±�±f·¹ßÀ±f·¹¸¹¿¶Åf±�Ë¹¾À¿‰ÂÕ¾•É5±f´¶º¹¿Æ± � =
P N

k=0 Ck
N � k ¸¹µT·�²�ÂÕ¾•ØYµT·¹Ì³²

°

µT·�¸¹±�Ìfº¹É?º¹Âñ¾À·�²Æ´

±f´c² k� (� ) = N log(1+ e� ) ±3²/µ�� �( � ) = é x :
¯W°

k ±f´¶²“Â—ÎÐµTÁh´Æ±f¿c¼q¾q²

°

µT·¡±3²/´

°

0 < k < N Í

ÂÕ±¡É‘¾ »

°

É?º¹É ¸h±!¼'¿Æ¾

°

´¶±fÉ•Á¹ÂÕ¾À·¹Ì3±¡±f´¶²�¾q²¶²w±

°

·�²=ËÞµÀº¹¿ p̂ = e�̂

1+ e�̂ = k
N :

p�\gb¯p“ð��ed�b<f!\gpqb<tN�e™^i

¯

µ

°

² A º¹·�±3·�²

°

±3¿ > 0 ÖrY¡·œ´Æ±‘¸¹µT·¹·¹±5¸„ÎÐ¾ÀÁQµT¿Æ¸œº¹·¹±�Ëh¿ÆµTÁ¹¾ ç

Á

°

Â

°

²ÆÅ p = (p0; : : : ; pA ) ´Æºh¿ f 0; : : : ; Ag:
¯

µ

°

² (e0; : : : ; eA ) Âñ¾7Á¹¾À´Æ±‘ÌA¾À·¹µÀ·

°

ÒNº¹±‘¸¹±

é x

1+ A
Ö

¯

µ

°

² X º¹·¹±«¼À¾q¿

°

¾qÁ¹ÂÕ±«¾ÀÂÃÅA¾q²Æµ

°

¿¶±«¸h±#é x

1+ A
²Æ±fÂÃÂÕ±DÒNº¹± Pr(X = ea) = pa:

¯

µ

°

² X 1; : : : ; X N ¸h±f´!¼ÞÖÐ¾hÖ

°

·h¸¹ÅfËQ±f·¹¸¹¾À·�²w±f´?±3²�¸¹±‘É5ÊfÉ5±½ÂÕµ

°

Ò'ºh± X ±³²?´¶µ

°

² SN =
X 1 + � � � + X N :

¯'°

SN = (sa)A
a=0 ÍH¾A¼T±3Ì s0 + � � � + sA = N ±³² sa 2 N ; ÌqÎÐ±3´¶²�¸

°

¿¶±

ÒNº¹±�±3· N ±³»WËQÅf¿

°

±f·hÌf±f´3Í1µT·Û¾7µTÁh²w±3·Nº sa ØYµ

°

´?ÂÕ±5¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q² a: SN ´Æº

°

²>¾ÀÂÃµT¿Æ´•Âñ¾«ÂÕµ

°

É•º¹Âó²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±

Pr(SN = (sa)A
a=0 ) =

N !
Q A

a=0 sa!

AY

a=0

psa
a :

Ú

±à¼Tµ'ÌA¾ÀÁ¹ºhÂñ¾

°

¿Æ±‰²Æ¿w¾À¸

°

²

°

µT·¹·¹±3Âh¿Æ±3Ìfò3ÂÕ±=º¹·5Ë

°

ò3ßT±ÀÍTÌf¾À¿ÄÂñ¾�ÂÃµ

°

Á

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±L·„ÎÔ±f´c²‰Ë¹¾À´:ÂÕ±àÌf¾À´

ËÈ¾À¿c²

°

Ìfº¹Â

°

±f¿y¸¹±�ÂÕ¾?ÂÕµ

°

É•ºhÂÃ²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±�ÌfµÀ¿Æ¿Æ±3´ÆËQµT·¹¸È¾q·N²

�

A = 1; ¸¹º¥É‘µ

°

·¹´LËÈ¾À´‰²ÆµTºh²

�

ØÙ¾

°

²?âÞ´

°

A = 1 Âñ¾5ÂÕµ

°

É•º¹Âó²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±�±f´c²¡ÌfµT·hÌf±f·�²Æ¿ÆÅf±>´¶º¹¿�º¹· ´¶±fßTÉ5±f·�²¡¸h±•é x

2
±3²¡ÂÕ¾

ÂÕµ

°

Á

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±!´Æ±f¿Æ¾¥´w¾¥Ë¹¿Æµ�
¶±fÌ3²

°

µT· ´¶º¹¿¡é x :
Ú

Î

°

·¹Ì3µT·�¼TÅf·

°

±f·�²!¸¹±>ÂÕ¾�ÂÕµ

°

É•º¹Âó²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÃ±

²w±3ÂÕÂÃ±•ÒNº¹±‘·hµTº¹´!ÂÏÎÐ¾A¼TµT·¹´!¸¹Å³ÇÈ·

°

±>±f´¶²�ÒNº„ÎÔ±fÂÕÂÃ±>±f´c²�Ì3µT·¹Ì3±f·�²w¿¶Åf±5´Æº¹¿!ÂÏÎÔè�ê'ËÞ±3¿ÆË¹ÂÕ¾À·]¾qÑ5·¹±

¸¹±!é x

1+ A
¸¹Å³ÇÈ·

°

ËÈ¾À¿ s0 + � � � + sA = N Ìf±!ÒNº

°

ßTÊf·h±�Â—Î ¾ÀËhË¹Â

°

ÌA¾q²

°

µT·‘¸¹±f´à²wèhÅfµT¿¶òfÉ5±f´

´¶²w¾À·¹¸È¾q¿Æ¸û´Æº¹¿5ÂÕ±3´•ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´?±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±f´½·È¾q²Æº¹¿Æ±3ÂÕÂÃ±f´fÖ

X

µTº¹¿5ËÈ¾ÀÂÃÂ

°

±f¿?Ì3±3²

°

·¹Ì3µT·�¼TÅ•ç

·

°

±f·�²AÍNµT·½ØÙ¾

°

²yÂÕ¾!Ëh¿ÆµB
¶±3Ì3²

°

µT· � ´Æºh¿Lé x

A
¸¹Å³ÇÈ·

°

±�ËÈ¾À¿ � : (sa)A
a=0 7! (sa)A

a=1 : í�º¹Ìfºh·¹±

°

·WØYµT¿ÆÉ‘¾q²

°

µT·?·ƒÎÐ±3´¶²LËÞ±3¿Æ¸¹º¹±qÍ�É�¾

°

´1µT·‘¾¡ÒNºÈ¾À·¹¸5É‘Ê3É‘±à¸

°

´Æ´cê'É‘Å³²w¿

°

´ÆÅ=ÂÕ±3´:µTÁ¹´¶±f¿¶¼q¾q²

°

µT·h´

±f· ØÙ¾

°

´w¾À·�²#
¶µÀº¹±f¿�ºh·]¿‰äTÂÕ±?ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿

�

Ì3±fÂÃÂÕ±?ÒNº

°

±3´¶²!·Nº¹É5Åf¿¶µÀ²wÅ3±>ËÈ¾À¿ 0:
Ú

¾�ÂÕµ

°

¸¹±

� (SN ) ±f´c²�¾ÀÂÕµT¿¶´

Pr(� (SN ) = (sa)A
a=1 ) =

N !
Q A

a=0 sa!
ps1

1 � � � psA
A (1 � p1 � � � � � pA )N � s1 ���� � sN :

X

µT´¶µT·¹´�¾ÀÂÕµÀ¿Æ´ e� j = pj

1� p1 ���� � pA
ËQµTº¹¿ j = 1; : : : ; A: í�ÂÕµT¿¶´

pj =
e� j

1 + e� 1 + � � � + e� A
; öcåAÜ¹ÖÁŽ�ïTù

1 � p1 � � � � � pA =
1

1 + e� 1 + � � � + e� A
:

Ú

¾5ÂÃµ

°

¸¹± � (SN ) Ë¹¿Æ±3·¹¸ ¾ÀÂÃµT¿Æ´=Âñ¾•ØYµT¿¶É‘±!¸„ÎÔº¹·¹±•ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±ä±•»hËQµT·¹±3·�²

°

±3ÂÕÂÃ±�·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±ÀÍ¹Ì3±

ÒNº

°

Å3²w¾

°

²=ËQ±fº7¾ÀË¹Ë¹¾À¿Æ±3·N²�¾A¼q¾À·�²•â

Pr(� (SN ) = (sa)A
a=1 ) =

N !
Q A

a=0 sa!
e� 1s1+ ��� + � A sA � N log(1+ e� 1 + ���+ e� A ) :
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µÀº¹´>Âñ¾

°

´Æ´¶µT·¹´•¾qºÛÂÕ±fÌ³²w±3º¹¿•ÂÕ±�´Æµ

°

·®¸¹±¥¸¹Å3Ìf¿

°

¿Æ±�ºh·¹±¥É‘±3´Æº¹¿¶±¥ßTÅf·hÅf¿w¾ ²w¿

°

Ìf± � Ì3µT¿Æ¿¶±f´kç

ËQµT·¹¸È¾À·�²

�

Âñ¾#ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·û¸h±7Ì3º¹É•º¹ÂÕ¾À·�²w´ k� (� ) = N log(1 + e� 1 + � � � + e� A ) Ò'º

°

±f´c²?¸hÅ3ÇÈ·

°

±‘´¶º¹¿ �( � ) = é x

A :
¯W°

É�¾

°

·�²w±3·È¾À·�² N ±3´¶²•Çh»WÅ‘±³²?´

°

p ±3´¶²

°

·¹Ì3µT·¹·Nº„Í/µT·



€ÀÝ

¾ÀË¹ËhÂ

°

ÒNº¹±�ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±fÉ5±f·�²äÂñ¾�É5Å3²wèhµW¸¹±>¸hº]É‘¾ »

°

É?º¹É ¸h±•¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±>ËÞµÀº¹¿�±f´c²

°

É‘±3¿

ÂÕ±3´ � ±³² p : ´

°

(sa)A
a=1 ±3´¶²àÂ—ÎÐµTÁh´Æ±f¿c¼q¾q²

°

µT·„ÍW¾ÀÂÕµT¿¶´‰ÂÃ±äÉ‘¾ »

°

É•º¹É ¸¹±�¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±�±f´c²

¾q²¶²w±

°

·�²=ËÞµTºh¿

p̂a =
e�̂ a

1 + e�̂ 1 + � � � + e�̂ A
=

sa

N
:

� \�š�m �e™†š1™SZ�\ab<`c`E\afy™šd‚pq\�š�m �e™œp“ð���d�b<f1\ap�betN�6i

érÂÞ±f´¶²�ËÈ¾À¿¶ØYµ

°

´‰Ì3µTÉ5É‘µ'¸¹±�ËÞµTºh¿

¿ÆÅf¾ÀÂ

°

´Æ±3¿àº¹·¹±!ÂÕµ

°

É•º¹ÂÃ²

°

·¹µÀÉ

°

¾ÀÂÕ±�¸„ÎÔºh²

°

Â

°

´¶±f¿�ÂÕ¾>Ë¹¿ÆµTËQµT´

°

²

°

µT·¥ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±qÍQÒNº„Î

°

Âz±3´¶²=ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±

¸¹±!É5µT·�²w¿Æ±3¿¡â

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf kšú!i<kJi

¯

µ

°

² � (a) > 0 ËÞµTºh¿ a = 0; : : : ; A: Y�·#·hµÀ²w± � =
P A

a=0 � (a)
±3² pa = � (a)=�:

¯

µ

°

² (Na)A
a=0 º¹·¹±½´Æº

°

²w±>¸¹±>¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±f´¡¾qÂÕÅA¾ ²wµ

°

¿Æ±f´

°

·¹¸¹Å3ËÞ±3·¹¸È¾À·�²Æ±f´

¸¹±

X

µ

°

´¶´ÆµT·(¸¹±DÉ5µOêÀ±f·¹·h±f´½¿Æ±3´ÆËQ±fÌ3²

°

¼À±f´ � (a) ±3²½´Æµ

°

² N =
P A

a=0 Na: íäÂÕµÀ¿Æ´•ÂÕ¾#ÂÕµ

°

ÌfµÀ·¹¸

°

²

°

µT·h·¹±fÂÃÂÕ±�¸¹º«¼T±3Ì3²w±3º¹¿ (Na)A
a=0 ´Æ¾ÀÌ}èÈ¾À·�² N = n ±f´¶²�º¹·¹±�ÂÕµ

°

É•º¹ÂÃ²

°

·¹µÀÉ

°

¾ÀÂÕ±�¸¹±

ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±f´ n ±3² p = (pa)A
a=0 :

jlk ™š\^[nm5pq™qkGú1i|h~i

¯

µ

°

² A º¹·«±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±¡ÇÈ·

°

±³²=Âñ¾>É‘±3´Æº¹¿¶± � ´Æº¹¿=é x

A
¸¹Å3Ç¹·

°

±!ËÈ¾À¿

� (dx) =
X

x2 N A

1
Q

a2 A xa!
� x :

¯

µ

°

² F = F (� ) ÂÕ¾?ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±=±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±�·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±�±f·hßT±f·¹¸hÅf±!¸¹±f´=ÂÃµ

°

´L¸¹±

X

µ

°

´Æ´¶µT·„Ö

¯

µ

°

² H º¹·‘´ÆµTºh´‰±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±�¾qÑ5·¹±�¸¹±�é x

A : íäÂÃµT¿Æ´ÄÂÕ±=É‘¾ »

°

É•ºhÉ ¸¹±�¼W¿Æ¾

°

´¶±fÉ•ÁhÂñ¾À·¹Ì3±=ËÞµTºh¿

Âñ¾?ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±�¿Æ±3´¶²Æ¿Æ±

°

·�²w±

FH = f P(� ; � ); � 2 H g

±³»

°

´¶²w±¡±³²=±f´c²=º¹·

°

ÒNº¹±¡ËQµTº¹¿‰º¹·¹±¡µTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ· (sa)a2 A ²Æ±fÂÕÂÃ±äÒNº¹± sa > 0 ËQµTº¹¿L²wµTºh² a
¸¹± A:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af5Ú

ÎÐº¹·

°

Ì

°

²wÅ:¸¹Å3ÌfµTºhÂÕ±:¸¹±:ÂÕ¾‰²wè¹Å3µT¿

°

±1ØÙ¾

°

²Æ±

�

Âñ¾�´Æ±3Ì3²

°

µT·�ïWÍ

X

¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·

ïWÖóåTÖ

X

µTº¹¿“ÂÏÎÔ±³»

°

´c²w±f·hÌf±ÀÍ

°

ÂT±f´c²¢Å³¼

°

¸¹±f·�²“ÒNº¹± k� (� ) =
P

a e� a : érÂ�´fÎÐ¾Àß

°

²/¸¹µT·¹Ìy¸¹±ÄÉ‘µÀ·N²Æ¿Æ±3¿

ÒNº¹±!Âñ¾•ØYµT·¹Ì³²

°

µT·¥´Æº

°

¼q¾À·�²w±

� 7! F (� ) =
X

a
(sa� a � e� a );

¿Æ±3´¶²Æ¿Æ±

°

·�²w±

�

ÂÕ¾�¼q¾À¿

°

Å3²wÅ5¾qÑ5·¹± H ÍÞê]¾q²Æ²Æ±

°

·�²!´¶µT·œÉ‘¾ »

°

É?º¹É7Ö

X

µTºh¿•Ì3±fÂÕ¾hÍ„´

°

s > 0;
µT·�²Æ¿w¾ÀÌ3±¡¸„Î ¾qÁÞµT¿¶¸¥ÂÕ±�ßÀ¿w¾ÀË¹èh±�¸¹±¡Âñ¾?ØYµÀ·¹Ì3²

°

µT·�´¶º¹¿àé x�¸¹Å3ÇÈ·

°

±¡ËÈ¾À¿ f s(x) = sx � ex
±³²

µT·]ÌfµT·h´¶²}¾ ²w±½ÒNº„ÎÐ±3ÂÕÂÃ±½²Æ±f·¹¸�¼T±3¿Æ´ �1 ´

°

jxj ! 1 : Y�·œ±3·œ¸¹Å3¸¹º

°

²�ÒNº¹±5Âñ¾�ØYµT·hÌ3²

°

µT·

ÌfµÀ·N²

°

·Nº¹±

F (� ) =
X

a
f sa (� a)

²w±3·¹¸D¼T±f¿¶´ �1 ´

°

k� k =
P

a j� aj ! 1 : érÂz±3·7±3´¶²�¸¹±•É‘Ê3É‘±¡ÒNºÈ¾À·h¸7µT·«Âñ¾•¿¶±f´c²w¿Æ±

°

·�²

�

H ±3²�±fÂÃÂÕ±¡¾q²¶²w±

°

·�²=¸¹µT·¹Ì!´¶µT·7É‘¾ »

°

É?º¹É ´¶º¹¿ H ±3²�ÂÕ±�²Æè¹ÅfµT¿¶òfÉ5±!±f´¶²�É5µT·�²w¿¶ÅÀÖ

íä·È¾qÂÃê'´ÆµT·h´‰±f·�ÂÕ±f´yÌfµÀ·¹´ÆÅ3Ò'ºh±f·¹Ì3±f´

�

ÂÕ¾•ÂÃº¹É

°

òf¿¶±�¸h±äÂñ¾!´Æ±3Ì3²

°

µT·Dï'Ö

X

µTº¹¿L´

°

É5Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿fÍ

´ÆºhË¹ËÞµÀ´ÆµT·¹´LÒNº¹±�Â—ÎÐ±3´ÆËÈ¾qÌf±�¾qÑ5·¹± H Ì

°

¸¹±3´Æ´¶º¹´�´Æµ

°

²Äº¹·‘´ÆµTº¹´y±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±�¼T±3Ì3²ÆµT¿

°

±fÂÏÖ

†

µÀ²wµT·h´

ËÈ¾À¿ ma Âñ¾½É‘µGêT±3·¹·¹±

°

·¹ÌfµÀ·¹·Nº¹±?¸¹±�Âñ¾½¼À¾q¿

°

¾qÁ¹ÂÕ±!¸¹±

X

µ

°

´Æ´ÆµÀ· X a: ×‰µTÉ5É‘±•Âñ¾>ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±
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�S 2"!á1,¶��(8á1,.��7 *I�¤/1& /r7 ���������! {�8,¶"~à‘&' 8á ár&',…(87Í$0/r�!ß)�

€�Ž

±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±Ó¸¹±f´ (X a) ±3´¶²«ßTµTºh¼À±f¿¶·¹Åf±�ËÈ¾À¿�Âñ¾�ØYµT·¹Ì³²

°

µT· ¸¹± Ì3º¹É•º¹ÂÕ¾À·�² k� (� ) =
P

a2 A e� a ; ¸¹±!¸

°óõ

Å3¿Æ±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±

k0
� (� ) = (e� a )a2 A = (ma)a2 A ;

µT·½¼Tµ

°

²yÒ'ºh±�´

°

t ±f´¶²LÂñ¾¡Ë¹¿¶µB
¶±fÌ³²

°

µT·‘¸h±�é x

A
´¶º¹¿ H ±3²y´

°

q = t(s); µ�� s = (sa)a2 A ±f´c²

ÂÏÎÔµTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·„ÍÈ¾ÀÂÃµT¿Æ´=ÂÏÎÔÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅ k0
� (� ) = q + uq ¸¹±?ïWÖóå�€Tù�±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹±�ÒNº¹± t(m) = t(s) Í

Ìf±!ÒNº„ÎÔµT·«¿ÆÅf´¶º¹É5±•Ë¹¾À¿!â

X

µTºh¿‰ÂÕ±=É5µW¸hòfÂÕ±=¸¹±

X

µ

°

´Æ´¶µT·�¿¶±f´¶²Æ¿Æ±

°

·�²à¾Àº‘´ÆµTºh´‰±f´¶ËÈ¾ÀÌ3± H Í��#�wþ6üc�

�

�—ýÏþ ÿ�ü.>5� H
�

�

?

ö

�}ü.�Ùý�Dƒ@

�

�}ü¯D�þBêG�³ÿÈÿ��}ü����#�}þ6üc�

�

�ÙýÏþ ÿ7ü.>5� H
�

>S’��

�

�6�.>5�

�

�}ü>þ�F³ü•�.�.’B	��ÙýÏþ ÿhügf

í�²Æ²

°

¿ÆµÀ·¹´‰É‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�²‰ÂÏÎÐ¾q²Æ²Æ±f·�²

°

µT·�´¶º¹¿�ÂÕ±�ØÙ¾

°

²LÒNº¹±¡¸È¾À·h´�ÂÕ±�É‘µ'¸¹òfÂÃ±�É?º¹ÂÃ²

°

·¹µTÉ

°

¾qÂ

´Æºh¿¶¼T±

°

ÂÃÂÕÅÓ´¶º¹¿¥º¹·�´¶µTº¹´¥±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±�¾qÑ5·¹±#¸¹±3´ � öÙÁÈ¾qËh²

°

´ÆÅ�D�þ

�5ˆ

?A��?ÕþÐ= 	©�
ÿ��5¸¹¾À·¹´�ÂÕ¾

Â

°

²Æ²ÆÅf¿w¾ ²wº¹¿¶±GùLÂÕ¾½É5ÊfÉ5±�ØYµT¿¶É•º¹ÂÕ±�¾½Â

°

±3º«´

°

µT·«Ì}èÈ¾À·¹ßT±!º¹·«ËQ±fº«ÂÕ±!ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ‘ò³²w¿¶±

°

·¹Ì3µT·¹·Nº

p = (pa)a2 A ËQµTº¹¿ ma = N pa: ô:·¥±

õ

±3²AÍWµT·¥¾�¼'º¥ÒNº¹±�ÂÕ¾•ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±�±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±ä¸¹±3´

(X a) ±3´¶²äßTµTºh¼À±f¿Æ·hÅf±•ËÈ¾q¿�ÂÕ¾½ØYµT·hÌ3²

°

µT·Ó¸h±?ÌfºhÉ•º¹Âñ¾q·N² k� (� ) = N log(1 +
P

a2 A e� a );
¸¹±!¸

°óõ

Å3¿Æ±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±

k0
� (� ) =

N
1 +

P
a2 A e� a

(e� a )a2 A = (ma)a2 A = (ma)a2 A :

¯W°

q = t(s); µ�� s = (sa)a2 A ±f´c²¡ÂÏÎÔµTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·„ÍH¾ÀÂÕµÀ¿Æ´�ÂÏÎÔÅfß�¾ÀÂ

°

²ÆÅ k0
� (� ) = q + uq ¸¹±

ïWÖóå�€Tù‰±3·N²Æ¿w¾:9Õ·¹±¡ÒNº¹± t(s) = t(m) ¸„ÎÐµ��œâ

X

µTºh¿äÂÕ±•É5µW¸¹ò3ÂÕ±¡É•ºhÂÃ²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂÞÂÕµTßT¾qÑ5·¹±ÀÍ	�ÿèAþ ýÕü
�#�wþ6üc�

�

�—ýÏþ ÿÓü.>5� H
�

�W?

ö

�}ü.�Ùý�Dƒ@

�

�}ü p ���#�}þ6üc�

�

�ÙýÏþ ÿÓü.>5� H
�

�¯?

ö

�}ü.�Ùý�Dƒ@

�

�}ü¯D����#�wþ6üc�

�

�—ýÏþ ÿ«ü.>u� H
�

>S’��

�

�…�.>u�

�

�}ü

þ�F³ü•�.�³’B	��—ýÏþ ÿhügf

� \�š�m �e™
k

b<oš[�t4[B›
k

b<ï~ð1™^i

Y�·
´¶±«¿Æ¾ÀË¹ËQ±fÂÃÂÕ±�ÒNº„ÎÔº¹·�É5µ'¸¹òfÂÃ±�è

°

Å3¿w¾À¿¶Ì}è

°

ÒNº¹±D±3´¶²5ßTµTºWç

¼T±3¿Æ·¹ÅÓËÈ¾À¿�ºh· Ë¹¿Æµ'¸¹º

°

²�¸ƒÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±3´�ÇÈ·

°

´ A = � v2 V Av ±3²�ËÈ¾À¿‘º¹·¹±7ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±�¸¹±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿ f V1; : : : ; Vkg; ÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿Æ±�¸¹±f´LËÈ¾À¿c²

°

±3´L·hµT·‘¼

°

¸h±f´‰¸h± V ²Æ±fÂÃÂÕ±f´ÄÒNº¹± Vi � Vj

±f·�²Æ¿w¾:9Õ·¹± i = j:
†

µq²wµT·¹´ÄËÈ¾q¿ M ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±=¼À±fÌ³²wµT¿

°

±fÂ M = EV1 + � � � + EVk ¸¹Å3ÇÈ·

°

�

ÂÕ¾

Ë¹¿¶µTËÞµÀ´

°

²

°

µT·7áhÖóåTÍQáhÖóåGë�ù³Ö

Ú

±?É5µW¸hòfÂÕ±!è

°

Åf¿Æ¾À¿ÆÌ}è

°

ÒNº¹±?±3´¶²¡Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±•¸¹±3´�Ë¹¿ÆµÀÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²ÆÅf´

p ´Æº¹¿ A ²w±3ÂÕÂÃ±f´�ÒNº¹± logp 2 M öY¼Àµ

°

¿=áWÖ Ý�ù•ÖQ×äÎÐ±3´¶²�¸¹µT·hÌ•ºh·7´¶µTº¹´�É‘µ'¸¹òfÂÃ±�¸¹º«É‘µ'¸¹ò3ÂÕ±

É•º¹Âó²

°

·¹µTÉ

°

¾ÀÂ—Ö5Y¡·7¾>¼Wº7ÒNº¹±�Ì3±fÂÃº

°

Ì

°

±f´c²äºh·7É5µW¸hòfÂÕ±¡±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÏÍÈËQµTº¹¿c¼'ºÓÒNº„ÎÔµT·7ê

¸

°

´¶²

°

·¹ßTº¹±�º¹· ËQµ

°

·�² 0 ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿fÖgY�·�¾‘¼'º]¾Àº¹´¶´

°

ÒNº¹±>ÂÃ±f´äÉ5µ'¸¹òfÂÃ±f´�±•»hËQµT·¹±3·�²

°

±3ÂÕ´3Í

´

°

µT·®ÂÃ±f´?´¶º¹¿¶¼À±

°

ÂÕÂÕ±5´Æºh¿•º¹·¹±�¼q¾À¿

°

Å³²wÅ�¾ Ñ‘·h±ÀÍ“µTºÛÉ

°

±fºW»ÞÍ/º¹·Û´¶µTº¹´•±3´ÆËÈ¾ÀÌ3±�¼T±3Ì3²ÆµT¿

°

±fÂÏÍ

ËQ±fºh¼À±f·�²äË¹¾À¿¶ØYµ

°

´à±f·¹Ì3µT¿Æ±!´¶±�Ë¹¿¶Ê3²Æ±f¿�¾ÀºDÌA¾ÀÂÃÌfº¹Âz¸hº«É‘¾ »

°

É?º¹É ¸¹±¡¼'¿w¾

°

´Æ±3É•Á¹ÂÕ¾À·¹Ìf±qÖ

érÂ“êÓ¾5²ÆµTºh²Æ±3ØYµ

°

´äº¹·#ËQµ

°

·N²

�

Å3ÌfÂÕ¾

°

¿¶Ì

°

¿!âQÂÕ±•Â

°

±f·Ó±3·�²w¿Æ±?ÂÕ±•ËÞµ

°

·�²äËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿�±³²�ÂÕ¾

¼q¾À¿

°

Å3²ÆÅ¡¾qÑ5·¹±ÀÖHãä¾À·¹´àÂÏÎÔ±f·h´Æ±fÉ?Á¹ÂÕ± A ÇW»hµÀ·¹´=º¹·DËÞµ

°

·�²à·¹µÀ²ÆÅ 0; ±³²=´Æµ

°

² A � = A n f 0g:
†

µq²wµT·¹´LËÈ¾À¿ H ÂÕ±�´ÆµTº¹´‰±f´ÆË¹¾ÀÌf±ä¼À±fÌ³²wµT¿

°

±fÂÞ¸¹± M ØYµÀ¿ÆÉ5ÅäËÈ¾À¿LÂÕ±3´ f ²w±fÂÃ´‰ÒNº¹± f (0) = 0:
Y�·‘Ë¹¾À¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±=ËÈ¾À¿yÂÕ±3´ (� (a))a2 A �

±³²

°

ÂÈ±f´¶²LÌfµÀÉ‘É5µW¸h±à¸¹±�Ì3µT·�¼T±3·

°

¿ � (0) = 0: í�ÂÕµT¿¶´

åAÜ¹ÖÁŽ�ïTù‰´3ÎÐÅ3Ìf¿

°

²=ËQµTº¹¿à²wµTºW² a 2 A �

p(a) =
e� (a)

P
b2 A e� (b)

;



ÝTë

� (a) = logp(a) � log(1 �
X

b2 A �

p(b) = logp(a) � logp(0):

érÂz±f´c²�¸¹µT·¹Ì!ÌfÂÕ¾

°

¿LÒNº¹± logp 2 M , (� (a))a2 A 2 H:
×‰µTÉ5Ëh²w±•²w±f·Nº�¸¹±�Âñ¾‘²Æè¹ÅfµT¿

°

±�¸¹Å3¼À±fÂÕµÀË¹ËÞÅ3±

�

ÂÕ¾�´Æ±3Ì3²

°

µT·�ïWÍQÂÏÎÔ±f´c²

°

É�¾q²

°

µT·«¸¹± p µTº

¸¹± � ¾ÀË¹¿¶òf´ N µTÁ¹´¶±f¿¶¼q¾q²

°

µT·h´à´Æ±¡ØÙ¾

°

²�¾

°

·¹´

°

â

�

†

µTº¹´=µTÁ¹´¶±f¿¶¼ÀµT·¹´�ÂÕ±�²w¾ÀÁ¹ÂÕ±f¾ÀºD¸¹±!ÌfµT·�²

°

·¹ßT±3·¹Ìf± (s(a))a2 A µTº (s(a))a2 A � :
�

†

µTº¹´�ÂÃ±?Ë¹¿¶µB
¶±3²ÆµT·¹´�µT¿c²wè¹µÀßTµT·È¾ÀÂÃ±fÉ5±f·�²�´Æº¹¿ H ÍÞµTÁW²w±f·¹¾À·�²!¾

°

·h´

°

ºh·#ËÞµ

°

·�² q =
(q(a))a2 A öÙ¿w¾qË¹ËÞ±3Â q(0) = 0):

�

†

µTº¹´!¿Æ±3Ì}è¹±f¿¶Ì}è¹µT·¹´ u(q) 2 H ?
²w±3Â:ÒNº¹± k0

� (� ) = q + u(q) ¾

°

²!º¹·¹±½´ÆµÀÂÕºh²

°

µT·

¸È¾q·¹´ H Í¹ÌÀÎÔ±f´c²

�

¸

°

¿Æ±�²Æ±fÂÕÂÃ±�ÒNº¹±•ËÞµTºh¿�²wµTºh² a 2 A �
µT·7¾

°

²

N
P

b2 A e� (b)
e� (a) = q(a) + u(q)(a): ökåAÜ¹ÖÉŽTæ�ù

ýÀ±?ÂÕ¾

°

´¶´Æ±!¸¹±�ÌEäÀ²ÆÅ?Âñ¾½ÒNº¹±f´c²

°

µT·#¸¹±•ÂÏÎÔ±³»

°

´c²w±3·¹Ìf±•±³²ä¸hº#¸¹µTÉ‘¾

°

·h±•¸h±f´äÉ5µGêT±3·¹·¹±f´ä¸¹±?ÂÕ¾

ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±¡±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±�¾À´¶´Æµ'Ì

°

Å3±•ÌfµÀ·¹Ìf±3·N²Æ¿ÆÅ3±5´¶º¹¿ H:
Ú

¾�¸

°

Ñ5Ìfº¹Âó²wÅ?±3´¶²!¸È¾q·¹´�ÂÕ±•²w¿¶µ

°

ç

´

°

òfÉ5±=ËÞµ

°

·�²L¸hº�Ë¹¿¶µTßT¿w¾qÉ‘É5±àÌ

°

¸¹±3´Æ´Æºh´fÖ

Ú

±�ÌA¾À´y¸¹º�É5µ'¸¹òfÂÃ±�è

°

Åf¿Æ¾À¿ÆÌ}è

°

ÒNº¹±ÀÍNµTº‘É‘Ê3É‘±

¸¹º5É‘µ'¸¹ò3ÂÕ±�ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

ÒNº¹±àßTÅf·hÅf¿w¾qÂÈ¿Æ±fÂÃò3¼À±�¸h±�Â—Î ¾q·È¾ÀÂÃê'´¶±à·'ºhÉ‘Å3¿

°

ÒNº¹±�öÙ¾ÀÂÕßTµÀ¿

°

²Æè¹É5±L¸¹±�ãä±•ç

É

°

·¹ßD±3²

¯

²Æ±3ØÙ¾À·
â/¼Àµ

°

¿

Ú

¾Àº¹¿

°

²Æìf±f· öcå•Ž�ŽTæ�ùÆù•Ö

¯

±3º¹ÂLÂÃ±½ÌA¾À´•²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ>±f´c²?´¶º¹´ÆÌ3±fËh²

°

Á¹ÂÃ±

¸„ÎÔº¹·¹±!´ÆµÀÂÕºh²

°

µT·¥±•»hËhÂ

°

Ì

°

²Æ±ÀÖ

X

µTºh¿äÌf±3Âñ¾hÍH·¹µÀº¹´ä¸¹Å3É‘µÀ·N²Æ¿ÆµT·h´äº¹·#¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²

°

É‘ËQµT¿c²}¾À·�²�´Æº¹¿�ÂÕ±3´�É5µW¸hòfÂÕ±3´�è

°

Åf¿Æ¾À¿cç

Ì}è

°

Ò'ºh±f´•Ö¹érÂz±³»

°

ßÀ±•±3·¹ÌfµÀ¿Æ±!ÒNº¹±fÂÃÒ'ºh±f´�¸¹Å3ÇÈ·

°

²

°

µT·¹´3Ö

nNo”“‘f1bed•b<\af1`�i

¯

µ

°

² V º¹·¥±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±�ÇÈ·

°

±3² X ±3² Y ¸¹±3´=ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±3´Ä¸¹±

¯

ËQ±f¿Æ·h±f¿à¸¹± V:
�

¯W°

A ±3´¶²•º¹·¹±>ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±•¸¹±>ËÈ¾À¿c²

°

±3´¡¸¹± A ¾ÀÂÕµT¿¶´

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿ (A ) ±3´¶²•Âñ¾�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±•¸¹±

´¶±f´=ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´=É‘¾ »

°

É‘¾ÀºW»ÞÖ

� X _ Y ±f´c²

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿ (X [ Y):
� X ^ Y ±f´c²

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿ f X \ Y; X 2 X ; Y 2 Yg:
�

Y�·«¸

°

²=ÒNº¹± X ±3² Y ´ÆµT·�²¤�³ÿÓüGþBD‚Dƒ�

�

ý��z�

�

�6��´

°

X ^ Y ±f´c²ä¿¶Åf¸¹º

°

²

�

ºh·Ó´Æ±3º¹Â

Å3ÂÕÅfÉ5±f·�²fÖ

Z�[B\^]_\a`cb�d�be\gf kGú!i|•

¯W°

ÂÕ±3´äØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´=¸¹±

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿ X ±³² Y ´ÆµÀ·N²�±f·�´ÆµTÉ5É5±�¸

°

¿Æ±3Ì3²w±qÍ

¾ÀÂÃµT¿Æ´

X ^ Y = f ([ X 2X X ) \ ([ Y 2Y Y)g:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af l

±³»W±3¿ÆÌ

°

Ìf±qÖ

jlk
oš\^[nm5pq™vkGú!iÅú

¯

µ

°

²�¸¹±3ºW»¥É5µ'¸¹òfÂÃ±f´�è��Ã±f¿Æ¾À¿ÆÌ}è

°

ÒNº¹±f´�´¶º¹¿ A = � v2 V Av ßTµTºh¼À±f¿Æ·hÅf´

ËÈ¾À¿äÂÕ±f´�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´à¸¹±

¯

ËQ±f¿¶·¹±f¿¡´¶º¹¿ V ·¹µq²wÅf´ X ±³² Y: Y�· ´¶º¹Ë¹ËQµT´Æ±½ÒNº¹±>Ìf±3´�ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´

¸¹±

¯

ËÞ±3¿Æ·¹±3¿ä´¶µT·�²�±f·7´ÆµTÉ5É5±�¸

°

¿Æ±3Ì3²w±qÖgY¡·Ó·¹µÀ²w±•ËÈ¾À¿ s = (sa)a2 A ÂÃ±•¼À±fÌ³²w±fºh¿�¸¹±f´ N
µTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·¹´•±3² ma = N pa µ�� p ±f´c²½Âñ¾ÓË¹¿¶µTÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²wÅ

°

·¹Ì3µT·¹·Nº¹±¥´¶º¹¿ A: Y�·(·¹µÀ²Æ±

ËÈ¾À¿ m̂ Í m̂1 ±3² m̂2 ÂÕ±3´à±f´c²

°

É5Åf´‰¿Æ±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

ØY´à¸¹± m ´Æº

°

¼q¾À·�²àÂÕ±3´àÉ‘µ'¸¹ò3ÂÕ±f´Lè

°

Å3¿w¾À¿¶Ì}è

°

ÒNº¹±3´

ßTµTºW¼T±f¿¶·¹Åf´?ËÈ¾À¿ X _ Y Í X ±3² Y ¿Æ±3´ÆËQ±fÌ3²

°

¼À±fÉ5±f·�²AÖ‘Y¡·�·¹µÀ²w± V1 = [ X 2X X ; V2 =
[ Y 2Y Y ±3² V3 = V1 \ V2: íäÂÃµT¿Æ´

m̂a =
m̂1(aV1 )m̂2(aV2 )

s(aV3 )
:
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Ýhå

öÙ·¹µq²}¾q²

°

µT· âÈ´

°

C � V ±3² a 2 A Í s(aC ) =
P

f sb; bv = av8v 2 Cg):

� \�š�m �e™�
a[�t4] k b;ï~ð!™Mš1b<`c›�[�™šd d•[Bb<tJf�
að��eo^i‡†

µÀº¹´Ó¾qÂÕÂÕµÀ·¹´¥¸„ÎÐ¾ÀÁÞµÀ¿Æ¸ ±•»h¾ÀÉ

°

·¹±f¿«ÂÕ±

ßT¿Æ¾ÀË¹è¹±!´Æº

°

¼q¾À·�²

1
� � � ��

2
� � � ��

3
�



Ý

˜

� ]1]_™5f�š1b<›�™�kJi3—8˜~tJpq™5fõšrðÿ›�\að![B`yš!™ nN— � � � \�š�m��e™5`�
^[�t4] k b<ï~ð!™u`��`•

�

o��j[Bbe™5[îhN¶�¶!k

—8˜j™š[B›Gb<›�™ � i

¯

µ

°

±f·�² X 1; Y1; : : : ; X N ; YN ¸¹±3´[¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÃ±f´“¾ÀÂÃÅA¾q²Æµ

°

¿¶±f´

°

·h¸¹ÅfËQ±f·¹¸¹¾À·�²w±f´3Í

¸¹±!ÂÕµ

°

´�¿¶±f´ÆËQ±fÌ³²

°

¼T±f´�ËQµTº¹¿àÂÕ±3´ X ±³²�ÂÕ±f´ Y â

ae� ax1]0;1 [(x)dx; be� by1]0;1 [(y)dy:

Y�·Û´Æº¹ËhËÞµT´¶±¥ÒNº¹± a ±3² b ´ÆµT·�²>¸¹±3´>ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ‘ò³²w¿¶±f´

°

·¹ÌfµT·h·'ºh´>ËÞµT´

°

²

°

ØY´

�

þ ÿJ�;�‰	Àý ÿJ� ü?Ë¹¾À¿

a + b= 1; ±3²=µÀ·7¸

°

´ÆËQµT´Æ±¡ËQµTº¹¿àÂÃ±f´=±f´c²

°

É‘±3¿à¸¹±f´=µTÁ¹´¶±f¿c¼À¾ ²

°

µÀ·¹´ X 1; Y1; : : : ; X N ; YN :
Y�·ÓËQµT´Æ±3¿w¾�ËQµTº¹¿�´

°

É‘Ë¹Â

°

ÇÈ±3¿ X = 1
N (X 1 + � � � + X N ); Y = 1

N (Y1 + � � � + YN ) ±³²

Z = 1
2(X � Y):

åTÖ�×�¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿�ÂÕ±•É�¾O»

°

É•º¹É ¸h±?¼'¿w¾

°

´Æ±fÉ?Á¹Âñ¾À·hÌf±•¸¹± a ±3·#ºh²

°

Â

°

´w¾À·�²�´

°

É‘Ë¹ÂÃ±fÉ5±f·�²�´w¾

¸¹Å³ÇÈ·

°

²

°

µÀ·ÛöÙµÀ·#µTÁh²

°

±f·h¸¹¿w¾�ºh·¹±•ÅfÒNºÈ¾ ²

°

µÀ·#¸¹º ´Æ±3ÌfµT·h¸]¸h±fßT¿¶Å•¸¹µT·�²�µÀ· Ì}è¹µ

°

´

°

¿Æ¾

ÂÕ¾•¿w¾ÀÌ

°

·¹±¡Ì3µT·�¼T±f·¹¾ÀÁ¹ÂÕ±Aù³Ö

˜

ÖIY�·>¿Æ±3Ë¹¿Æ±3·¹¸5ÂÕ±�Ë¹¿¶µTÁ¹ÂÃòfÉ5±‰Ë¹¿¶ÅfÌfÅ3¸¹±f·�²L±f·½ËQµT´w¾À·�² a = 1
2(1+ � ) ±3² b= 1

2(1� � ):
ér·�²w±3¿ÆË¹¿¶Å3²Æ±f¿àÂÕ±äË¹¿ÆµTÁhÂÕòfÉ5±

�

Â—Î ¾

°

¸¹±�¸„ÎÐºh·¹±¡ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±à±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±�·È¾ ²wº¹¿¶±fÂÕÂÃ±ä´¶º¹¿

é x

2
±fº¹Ì3Â

°

¸

°

±f·ƒÍGµ���ÂÃ±ÄËÈ¾À¿w¾qÉ‘ò³²w¿Æ±Ä±3´¶²1¿¶±f´c²w¿Æ±

°

·�²¢¾Àº�´¶µTº¹´[±f´ÆË¹¾ÀÌf± H = f (� 1; � 2) 2
é x

2; � 1 + � 2 = 0g:
X

¿ÆÅ3Ì

°

´¶±fì�ÂÕ±3´:µTÁ5
¶±3²Æ´LÌ3Âñ¾À´¶´

°

Ò'ºh±f´Ä¸¹±�Âñ¾äØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±y±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±

ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂÕ±

°

·¹¸¹º

°

²w±½öY´Æµ

°

² 
 ; � ; t; E ; � ):
áhÖIY�·

°

¸¹±3·N²

°

ÇÈ±ÄÂÕ¾=ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±[±³»WËÞµÀ·¹±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±Ä·È¾q²Æº¹¿Æ±3ÂÕÂÕ±Ä¾q´Æ´Æµ'Ì

°

Åf±y´Æº¹¿ H
�

º¹·¹±ÄØÙ¾ÀÉ

°

ÂÃÂÕ±

´¶º¹¿‘é x öÙËÈ¾q¿ (x; y) 7! x ´

°

x + y = 0):
X

¿¶ÅfÌ

°

´Æ±3ìÓ´Æ±3´‘µÀÁ5
¶±3²Æ´�ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±3´7â

�; �( � ); k� ; MF ;  � : í Â—Î ¾

°

¸¹±½¸¹±�Ì3±f´•¿¶Åf´¶º¹ÂÃ²w¾q²w´�±3²•¸hº®ÌfµTºh¿Æ´fÍ[¿Æ±³²w¿ÆµÀºh¼T±3¿•ÂÕ±3´

¿¶Åf´ÆºhÂÃ²}¾ ²w´à¸¹±½åOù•Ö

—8˜j™š[B›Gb<›�™��îi

öYérÂÀ±f´c²“Ë¹¿ÆÅ³ØYÅf¿w¾qÁ¹ÂÕ±1¸ƒÎÐÅ³²wº¹¸

°

±f¿zÂ—ÎÐ±•»h±3¿ÆÌ

°

Ìf±:í(¾A¼q¾À·�²•ù

¯

µ

°

±3·N² X 1; Y1; Z1; : : : ; X N ; YN ; ZN

¸¹±3´=¼q¾À¿

°

¾ÀÁhÂÕ±f´�¾ÀÂÕÅf¾q²wµ

°

¿Æ±3´

°

·¹¸hÅfËQ±f·¹¸È¾q·N²Æ±f´3ÍQ¸h±•ÂÃµ

°

´‰¿Æ±f´¶ËÞ±3Ì3²

°

¼T±3´?â

ae� ax 1]0;1 [(x)dx; be� by1]0;1 [(y)dy; ce� cz1]0;1 [(z)dz:

Y�·Ó´¶º¹Ë¹ËQµT´Æ±�Ò'ºh± a;b ±³² c ´ÆµÀ·N²�¸¹±3´äËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5ò3²w¿¶±f´

°

·¹Ì3µT·¹·Nº¹´�ËÞµÀ´

°

²

°

ØY´

�

þ ÿJ�<�‰	Àý ÿJ�Yü=Ë¹¾À¿

a+ b+ c = 1; ÒNº„ÎÔµT·�¼À±fºh²[±f´c²

°

É5±f¿/ËÈ¾q¿“ÂÕ¾�É‘Å³²wè¹µ'¸¹±Ä¸¹º�É�¾ »

°

É•º¹É�¸¹±y¼'¿Æ¾

°

´¶±fÉ•Á¹ÂÕ¾À·¹Ì3±ÀÖ

X

µÀº¹¿àÌf±3Âñ¾>µT·DËÞµÀ´Æ± a = 1
3(1 + � 1) b= 1

3(1 + � 2) ±3² c = 1
3(1 + � 3) ±3²=µT·

°

·�²Æ¿Æµ'¸¹º

°

²

ÂÕ±¡ËhÂñ¾À·�¼À±fÌ3²ÆµT¿

°

±fÂ

H = f (� 1; � 2; � 3) 2 é x

3; � 1 + � 2 + � 3 = 0g

¸¹±!ÂÏÎÔ±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±•±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·¥Ìf¾À·¹µT·

°

ÒNº¹±!é x

3:
åTÖ�ãäµÀ·¹·¹±f¿Äº¹·>¼À±fÌ3²Æ±fº¹¿ ~n µT¿c²wè¹µTßÀµT·È¾ÀÂ

�

H ÒNº

°

´Æµ

°

²:¸¹±=·¹µÀ¿ÆÉ5±¡å�±³²Ä±f·5¸¹Åf¸hº

°

¿¶±�ÂÕ¾

Ë¹¿¶µB
¶±fÌ³²

°

µT·�µT¿c²wè¹µTßÀµT·È¾ÀÂÃ±ä´Æºh¿ H ¸„ÎÔº¹·¥¼T±3Ì3²w±3º¹¿ ~v = (x; y; z) Í'´Æµ

°

² ~v � h~v;~ni~n:
˜

Ö

¯W°

~q = (q1; q2; q3) 2 H; É5µT·�²w¿¶±f¿>ÒNº¹±DÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±D¸¹±f´ u 2 é x ²Æ±fÂÕ´>ÒNº„ÎÔµT·

Ë¹º

°

´Æ´¶±¡²w¿ÆµÀºh¼T±3¿ (� 1; � 2; � 3) 2 H ¾A¼À±fÌ

(q1 + u; q2 + u; q3 + u) = (
1

1 � � 1
;

1
1 � � 2

;
1

1 � � 3
)

±3´¶²:Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±L¸¹±f´:´¶µTÂÕºW²

°

µÀ·¹´¢¸„ÎÔº¹·¹±‰ÅfÒNºÈ¾q²

°

µT·>¸¹±‰¸¹±fßT¿¶ÅàáäÒNº„ÎÔµT·½·¹±�Ì}è¹±3¿ÆÌ}è¹±3¿w¾

ËÈ¾q´

�

¿¶Åf´ÆµÀº¹¸¹¿Æ±!±•»hËhÂ

°

Ì

°

²Æ±fÉ5±f·�²AÖ
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ÝTá

áhÖ=í�Â—Î ¾

°

¸¹±‰¸hº5Ì3µTº¹¿¶´:±3²Ä¸¹±3´yÒNº¹±3´¶²

°

µT·¹´:ÒNº

°

Ëh¿ÆÅfÌ3òf¸¹±3·�²AÍN±³»WË¹Â

°

ÒNº¹±f¿:Ì3µTÉ5É‘±3·N²1Ë¹¿Æµqç

Ì3Åf¸¹±3¿

�

ÂÏÎÔ±f´¶²

°

É‘¾q²

°

µT·•¸¹±f´:ËÈ¾q¿w¾ÀÉ5ò3²Æ¿Æ±f´ (a;b;c) öYË¹ÂÕºh´1ÂÕ±3´1¸¹Å3²w¾

°

ÂÃ´¢´¶º¹¿1ÂÕ±3´1µTÁ5
¶±³²w´

Ì3Âñ¾À´¶´

°

ÒNº¹±3´�¸h±f´!ØÙ¾ÀÉ

°

ÂÕÂÃ±f´ä±•»WËÞµT·h±f·�²

°

±fÂÕÂÃ±f´

°

É‘Ë¹Â

°

ÒNº¹Å3±f´¡´ÆµÀ·N²•ØYµTº¹¿¶·

°

´3Í„É5±

°

ÂÃÂÕ±3º¹¿Æ±

±3´¶²�Âñ¾•·¹µq²w±!¸¹µT·¹·hÅf±

�

Ì3±3²¶²w±!ÒNº¹±f´c²

°

µÀ·Hù³Ö

—8˜j™š[B›Gb<›�™ — i

¯

µ

°

²=ÂÃ±¡ßT¿w¾ÀËhè¹±>â

0
� � � ��

1
� � � ��

2
� � � ��

3
�

ô:´¶²

°

Â“²w¿

°

¾À·¹ßÀº¹ÂÕÅ�Z0þ�º¹±fÂÃÂÕ±3´¡´ÆµT·�²•´Æ±3´•Ì3Â

°

Ò'ºh±f´!É�¾O»

°

É�¾qÂÕ±f´3ÍH´Æ±f´•´ÆÅ3ËÈ¾À¿Æ¾q²w±3º¹¿Æ´!±3²•ÂÃ±fº¹¿¶´

É•º¹Âó²

°

Ë¹Â

°

Ì

°

²ÆÅf´"Z3�“¿ÆµÀºh¼T±3¿[º¹·�¾À¿¶Á¹¿Æ±ÄÁ

°

·È¾

°

¿¶±1¸¹±y¸¹ÅfÌ3µTÉ5ËÞµT´

°

²

°

µT·„ÖEY�·�Ì3µT·¹´

°

¸¹ò3¿Æ±Ä±f·¹´¶º

°

²Æ±

º¹·7É‘µ'¸¹òfÂÃ±¡ßT¿w¾qË¹è

°

ÒNº¹±!¸

°

´ÆÌ3¿Æ±3²•öÙÉ?º¹ÂÃ²

°

·¹µTÉ

°

¾qÂ ù:´Æº¹¿ A = A0 � A1 � A2 � A3; ¾A¼À±fÌ

A j = f 0; 1g; ßÀµTºh¼T±3¿Æ·¹ÅÓËÈ¾À¿�ÂÃ±7ßÀ¿w¾ÀË¹èh±ÓË¹¿¶ÅfÌfÅ3¸¹±f·�²fÖ)Y�·�ØÙ¾

°

²�ïÀëœ±³»WËÞÅ3¿

°

±f·¹Ì3±f´�ÒNº

°

¸¹µT·h·¹±f·�²‘ÂÕ±f´½µTÁh´Æ±f¿c¼q¾q²

°

µT·¹´½´Æº

°

¼q¾À·�²w±f´ (s(a))a2 A ; ¾A¼T±3Ì s(a) = s(a0; a1; a2; a3) ±³²

aj = 0 µTº 1; ¿ÆÅf´¶º¹É5Åf±f´�±f·«Ü>²}¾ÀÁhÂÕ±A¾qºW» â

¯W°

a0 = a3 = 0 :
a2 n a1 0 1

0 3 2
1 2 1

; ´

°

a0 = 1; a3 = 0 :
a2 n a1 0 1

0 4 5
1 9 2

;

´

°

a0 = 0; a3 = 1 :
a2 n a1 0 1

0 4 2
1 2 4

; ´

°

a0 = a3 = 1 :
a2 n a1 0 1

0 6 1
1 2 1

:

ô:´¶²

°

É‘±3¿zËÈ¾À¿zÉ‘¾ »

°

É•ºhÉ�¸h±Ä¼'¿Æ¾

°

´¶±fÉ•Á¹ÂÕ¾À·¹Ì3±1Âñ¾‰¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿z¸¹±:ÂÕ¾�Ë¹¿ÆµÀÁÈ¾ÀÁ

°

Â

°

²ÆÅ

°

·¹ÌfµÀ·¹·Nº¹±

p(a) ´Æº¹¿ A ËQµTº¹¿=ÂÕ±3´=á>¼q¾ÀÂÃ±fº¹¿¶´=´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±f´=¸¹± a : 0000Í 0110 ±3² 1111:

—8˜j™š[B›Gb<›�™‡n i

öÙérÂÀ±f´¶²/Ëh¿ÆÅ3ØYÅ3¿w¾ÀÁhÂÕ±:¸„ÎÔÅ3²Æº¹¸

°

±3¿zÂÏÎÔ±³»W±f¿¶Ì

°

Ìf±y×�¾G¼q¾À·�²}ù

¯

µ

°

² (X 0; X 1; X 2; X 3)
º¹·¹±y¼q¾À¿

°

¾ÀÁ¹ÂÕ±Ä¾qÂÕÅA¾ ²wµ

°

¿Æ±:ß�¾Àºh´Æ´

°

±f·¹·h±‰¸¹±yé x

4; ËÞµT´¶´ÆÅ3¸È¾À·�²1º¹·h±‰¸¹±3·¹´

°

²wÅÀÍOÌ3±f·�²w¿¶Åf±ÀÍq¸¹±yÉ�¾ ç

²w¿

°

Ì3±¡¸¹±!ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ìf±

°

·¹ÌfµT·h·'ºh± � : Y�·D´ÆºhË¹ËÞµÀ´Æ±•Ò'ºh±

� X 0 ±3² X 3 ´¶µT·�²äÌ3µT·¹¸

°

²

°

µT·¹·¹±3ÂÕÂÕ±3É‘±3·�²

°

·h¸¹ÅfËQ±f·¹¸¹¾À·�²w±f´�´w¾qÌ}èÈ¾À·�² (X 1; X 2);
� X 0 ±3² X 2 ´¶µT·�²äÌ3µT·¹¸

°

²

°

µT·¹·¹±3ÂÕÂÕ±3É‘±3·�²

°

·h¸¹ÅfËQ±f·¹¸¹¾À·�²w±f´�´w¾qÌ}èÈ¾À·�² (X 1; X 3);
� X 1 ±3² X 3 ´¶µT·�²äÌ3µT·¹¸

°

²

°

µT·¹·¹±3ÂÕÂÕ±3É‘±3·�²

°

·h¸¹ÅfËQ±f·¹¸¹¾À·�²w±f´�´w¾qÌ}èÈ¾À·�² (X 0; X 2):
Y�·«ØÙ¾

°

²¡åGë>µTÁh´Æ±f¿c¼q¾q²

°

µT·¹´àÒNº

°

¸¹µT·h·¹±f·�²�Âñ¾•ÌfµG¼q¾À¿

°

¾À·¹Ì3±!±fÉ5Ë

°

¿

°

ÒNº¹±�´¶º

°

¼q¾À·�²w±

S10 =
1
10

10X

j =1

X j (X j )T =

2

6
6
6
4

5; 2 � 0; 4 1; 3 1; 2
� 0; 4 6 � 0; 6 1; 4
1; 3 � 0; 6 4; 2 0; 8
1; 2 1; 4 0; 8 3; 2

3

7
7
7
5

:

ô¢»WË¹Â

°

Ò'ºh±f¿ÄÌfµTÉ5É5±f·�²ÄÌA¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿:Â—ÎÐ±3´¶²

°

É�¾ ²w±fºh¿1¸¹º5É�¾ »

°

É•º¹É ¸h±=¼'¿Æ¾

°

´¶±fÉ•Á¹ÂÕ¾À·¹Ì3±à¸¹± � :

—8˜j™š[B›Gb<›�™�—Íi

¯

µ

°

² a > 0 Çh»WÅÀÖgY�·7Ì3µT·¹´

°

¸¹òf¿¶±�ÂÕ¾?ØYµT·¹Ì³²

°

µÀ·«´¶º¹¿ ] � 1; 1[ ¸¹Å3ÇÈ·

°

±!ËÈ¾À¿

f (z) = ea arcsin z
ð7µT·�²w¿¶±f¿�ÒNº¹± (1 � z2)f 00(z) � zf 0(z) � a2f (z) = 0 ±3²‰±f·¥¸¹Å3¸¹º

°

¿Æ±

ÒNº¹±•ÂÕ±f´à·hµTÉ•Á¹¿¶±f´ pk(a) ¸¹Å3Ç¹·

°

´=ËÈ¾À¿

f (z) =
1X

k=0

pk(a)
k!

zk



ÝÀÜ

´ÆµÀ·N²�ËQµT´

°

²

°

ØY´fÖJY�·«ÌfµT·h´

°

¸hòf¿Æ±•¾ÀÂÃµT¿Æ´‰Âñ¾>É‘±3´Æº¹¿¶±!´Æº¹¿=é x%¸hÅ3ÇÈ·

°

±¡ËÈ¾À¿

� (dx) =
1X

k=0

pk(a)
k!

� k(dx):

×�¾ÀÂÃÌfº¹ÂÃ±f¿�ÂÃ±f´=µTÁ5
¶±³²w´=ÌfÂÕ¾À´Æ´

°

ÒNº¹±f´=¸¹±!ÂÕ¾>ØÙ¾qÉ

°

ÂÕÂÕ±�±³»WËQµT·¹±3·N²

°

±3ÂÕÂÕ±¡·¹¾q²wº¹¿¶±fÂÃÂÕ± F (� ):



·

ò

�S 2"!á1,¶��(8á1,.��7 *I�¤/1& /r7 ���������! {�8,¶"~à‘&' 8á ár&',…(87Í$0/r�!ß)�

Ý�ï

� ]1]_™5f�š1b<›�™ • l‘nœ[�\ab�d•™5`Í™š˜�d•[�oup%tN�<™5`qš!™ ›�™š[•d•tJb<fr`¤›�\af1™5`0›�\af��a™š˜~™u`

Y�·‘·¹µq²w±=ËÈ¾À¿ S Â—ÎÐ±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±à¸h±f´yÉ�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´:´cê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±f´y¿ÆÅ3±fÂÕÂÃ±f´Ä¸„ÎÔµT¿Æ¸h¿Æ±=Ü¹Í�±3²yËÈ¾q¿

Z ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±!¸¹±f´=Å3ÂÕÅfÉ5±f·�²Æ´�¸h± S ¸¹±!Âñ¾•ØYµT¿¶É‘±

2

6
6
6
4

x1 a 0 d
a x2 b 0
0 b x3 c
d 0 c x4

3

7
7
7
5

:

Y�·7·hµÀ²w±¡ËÈ¾q¿ I ÂÏÎÔ±f·¹´¶±fÉ•ÁhÂÕ±¡¸¹±3´�É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�´cêWÉ5Å3²Æ¿

°

Ò'ºh±f´

°

·¹Ì3µTÉ‘ËhÂÕò3²Æ±f´�¸h±•ÂÕ¾•ØYµT¿ÆÉ5±

2

6
6
6
4

x1 a d
a x2 b

b x3 c
d c x4

3

7
7
7
5

:

Y�·D·¹µÀ²w±¡Ë¹¾À¿ p Âñ¾•Ë¹¿¶µB
¶±fÌ³²

°

µT·DÌA¾À·¹µÀ·

°

ÒNº¹±¡¸¹± S ´Æº¹¿=´¶º¹¿ I Ö4Y�·7·¹µq²w±¡ËÈ¾À¿ P4 ÂÃ±�ÌEäÀ·¹±

ÌfµÀ·N¼À±³»W±äµÀºh¼T±3¿¶²L¸¹±f´ÄÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´Ä¸¹± S ÒNº

°

´¶µT·�²y¸¹Å3ÇÈ·

°

´yËÞµT´

°

²

°

ØY´fÖ�Y�·5·hµÀ²w± P = P4 \ Z
±3² Q = p(P4): Y¡·>·hµÀ²w±àËÈ¾q¿ P4 ÂÕ±‰ÌEäT·¹±àÌ3µT·�¼T±•»h±=ØY±f¿¶É‘Åà¸h±f´:ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´:¸h± S ÒNº

°

´¶µT·�²

ËQµT´

°

²

°

ØY´3ÖgY¡·Ó·¹µÀ²w± P = P4 \ Z ±³² Q = p(P4):
†

µTº¹´ä¼ÀµTº¹ÂÕµÀ·¹´�²Æ¿ÆµTºh¼À±f¿�ÂÃ±f´�¸¹¿Æµ

°

²w±3´

±³»'²Æ¿ÆÅfÉ‘¾ÀÂÃ±f´à¸¹±3´�¸¹±3ºW»«ÌEäÀ·¹±f´àØY±f¿¶É‘Å3´ P ±3² Q:
érÂ[±3´¶²äºh²

°

ÂÕ±•ËÞµTºh¿�Ì3±fÂñ¾5¸¹±?Ì3µT·¹´

°

¸¹Å3¿Æ±f¿�ÂÕ±3´ä´ÆµÀº¹´ä±3·¹´Æ±3É•Á¹ÂÕ±3´ P1 ±3² Q1 ¸¹± P ±3² Q
¸¹±>¸

°

¾ÀßTµT·¹¾ÀÂÕ± (1; 1; 1; 1) ±f·�ÂÕ±3´�ËÈ¾À¿Æ¾ÀÉ5Å3²w¿Æ¾À·�²¡¾A¼T±3Ì½Ü¥·¹µTÉ•Á¹¿¶±f´ � ; � ; 
 ; � � 0 ±³²¡Ü

´

°

ßT·¹±3´ � = (� a; : : : ; � d) ¸¹±!Âñ¾•ØÙ¾ÀÌ3µT·D´Æº

°

¼À¾q·N²Æ±

x = x(� ; � ; � ; 
 ; � ) =

2

6
6
6
6
4

1 � a
p

� � d

p
�

� a
p

� 1 � b
p

�
� b

p
� 1 � c

p



� d

p
� � c

p

 1

3

7
7
7
7
5

; öcåAÜ¹ÖÁŽG€Tù

y = y(� ; � ; � ; 
 ; � ) =

2

6
6
6
6
4

1 � a
p

� 0 � d

p
�

� a
p

� 1 � b
p

� 0
0 � b

p
� 1 � c

p



� d

p
� 0 � c

p

 1

3

7
7
7
7
5

: öcåAÜ¹ÖÁŽTÝ�ù

Y�·�ºh²

°

Â

°

´Æ±3¿w¾¡´ÆµÀºh¼T±3·N²�Âñ¾!·¹µÀ²}¾ ²

°

µÀ· � 0 = 1� � ; : : : ; � 0 = 1� � : Y�·�ËQ±fºh²‰¿Æ±fÉ‘¾À¿¶Ò'ºh±f¿

ÒNº¹±

1 � � � � � 
 � � + � 
 + � � = � 0
 0+ � 0� 0 � 1:

í/¼T±fÌ5Ìf±3´�·hµÀ²}¾q²

°

µT·h´�µT· ¼Tµ

°

²¡ØÙ¾ÀÌ

°

ÂÕ±3É‘±3·N²¡¾G¼À±fÌ5ÂÕ±3´¡¸¹Å3²Æ±f¿ÆÉ

°

·¹¾À·�²w´¡ÒNº¹± y 2 P1 ´

°

±³²

´Æ±3º¹ÂÕ±3É‘±3·�²�´

°

� + � � 1; � + 
 � 1; 
 + � � 1; � + � � 1 ökåAÜ¹ÖÁŽ�Ž�ù

� 0
 0+ � 0� 0 � 1 � 2� a� b� c� d

q
� � 
 � : öcåAÜhÖÃåGëÀë�ù



ÝTæ

Ú

±f´

°

·¹Å3ß�¾ÀÂ

°

²wÅ3´à¸¹±�åAÜhÖ•Ž�Ž5´fÎÔµTÁh²

°

±f·h·¹±f·�²¡¾A¼À±fÌ•ÂÃ±f´�¸¹Å3²Æ±f¿ÆÉ

°

·¹¾À·�²w´�¸„ÎÐµÀ¿Æ¸¹¿¶±•áhÍHÌf±3ÂÕÂÃ±f´�¸¹±

åAÜ¹ÖtåGëÀë?¾A¼T±3ÌäÂÕ±�¸¹Å³²w±f¿¶É

°

·È¾À·�²y¸¹± y: Y�·�Ì3µT·¹´

°

¸¹ò3¿Æ±f¿Æ¾?±f·‘ËÈ¾À¿c²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿:ËQµTº¹¿ 0 < � < 1
ÂÏÎÔÅfÂÃÅfÉ5±f·�²à´¶º

°

¼q¾À·�²�¸¹± P1 :

y� = y(1; 1; 1; � 1; � ; � 0; � ; � 0) =

2

6
6
6
6
4

1
p

� 0 �
p

� 0
p

� 1
p

� 0 0
0

p
� 0 1

p
�

�
p

� 0 0
p

� 1

3

7
7
7
7
5

: ökåAÜ¹ÖóåGëhåOù

Ú

±>ÂÕ±3Ì3²w±3º¹¿�ËQ±fºh²¡¼ÀÅf¿

°

ÇÈ±3¿¡Ò'ºh±5ËQµTº¹¿ y� ; ÂÃ±f´•ï

°

·¹Åfß�¾qÂ

°

²ÆÅf´•åAÜ¹ÖÁŽ�Ž�±3²½åfÜ¹ÖÃåAëTë�´ÆµT·�²!¸¹±3´

ÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅf´3Íh±³²�¸hµT·¹Ì!ÒNº¹± y� ±f´¶²�¸¹±!¿Æ¾À·¹ß

˜

Ö

H

°

±3¸¹ÂÕ±3¿à¾>¸¹ÅfÉ5µT·�²w¿¶Å!Ò'ºh± x 2 Q1 ´

°

±³²�´Æ±fºhÂÕ±fÉ5±f·�²�´

°

0 � � ; : : : ; � � 1 ±³²�´

°

� + � + 
 + � � 2(1+
q

� � 
 � +
q

� 0� 0
 0� 0):

×‰±3²¶²w±!¸¹±3¿Æ·

°

òf¿Æ±!Ì3µT·¹¸

°

²

°

µÀ·¥ËÞµTºh¿Æ¿w¾

°

²àÊ³²w¿Æ±!¿¶ÅfÅfÌ3¿

°

²w±

� 
 + � � � � 0
 0 � � 0� 0 � 2
q

� � 
 � + 2
q

� 0� 0
 0� 0:

érÂW±3´¶²

°

·�²wÅ3¿Æ±f´¶´w¾À·�²¢¸¹±‰¿¶±fÌ}è¹±3¿ÆÌ}è¹±3¿:ÂÕ±f´“ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾q²w¿

°

Ìf±3´¢±•»W²Æ¿ÆÅ3É�¾ÀÂÃ±f´“¸¹±f´¢ÌEäT·¹±3´ P ±3² Q Í

ÌA¾q¿àÌf±fÂÕ¾•ËÞ±3¿ÆÉ5±3²¶²w¿w¾

°

²à´Æ¾À·¹´=¸¹µTºh²Æ±¡¸¹±¡É5µT·�²w¿Æ±3¿àÒNº¹± P ±3² Q ´ÆµT·�²�¸¹±f´=ÌsäT·¹±f´=¸¹º¹¾ÀºW»ÞÍ

±3²½¸hµT·¹ÌD¸¹±DÌfÂÕ¾À¿

°

ÇÈ±f¿•ÂÕ¾#ÒNº¹±f´c²

°

µÀ·
¸¹ºû¸¹µTÉ‘¾

°

·¹±�¸„ÎÔ±³»

°

´c²w±3·¹Ìf±«¸¹±f´½²w¿Æ¾À·¹´cØYµT¿ÆÉ5Åf±3´>¸¹±

Ú

¾ÀË¹ÂÕ¾ÀÌf±�¸¹±f´�ÂÃµ

°

´L¸¹±8S

°

´ÆèÈ¾À¿c²�Â

°

Åf±3´�¾Àº¥É5µ'¸¹òfÂÃ±�ßT¿Æ¾ÀË¹è

°

ÒNº¹±�·¹µT·‘²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅ�¸¹º¥ÌA¾À¿¶¿ÆÅqÖ

p�™upqpq™ kJi

¯

µ

°

² E ºh· ±f´¶ËÈ¾ÀÌ3±œ±3º¹ÌfÂ

°

¸

°

±f·)±3²«´Æµ

°

² P(E) ÂÕ±�ÌEäT·h±�ØY±3¿ÆÉ5Å�¸¹±�´Æ±f´

±f·h¸¹µTÉ5µT¿ÆË¹è

°

´ÆÉ5±f´�´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

ÒNº¹±3´�ËQµT´

°

²

°

ØY´3Ö

¯

µ

°

² C � P(E) º¹·ÓÌEäT·¹±?ÌfµT·�¼T±•»W±•ØY±f¿ÆÉ5Å

±3² y 2 C ¸¹±!¿w¾q·¹ßDåTÖ¹íäÂÃµT¿Æ´ y ±f´c²�´¶º¹¿=º¹·¹±!ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾q²w¿

°

Ìf±!±•»W²Æ¿ÆÅ3É�¾ÀÂÃ±¡¸¹± C:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af š1ð �e™5p�pq™^i

¯

µ

°

² y0
±³² y00

¸¹¾À·¹´ C ²w±3ÂÕ´äÒNº¹± y = y0+ y00:
¯

µ

°

²

e º¹·¹±•ÁÞµT·D¸¹±!¸

°

¾ÀßTµT·¹¾ÀÂ

°

´w¾q²

°

µT·5¸¹± y: íäÂÃµT¿Æ´

°

Â„±³»

°

´c²w± � > 0 ²Æ±fÂzÒNº¹±

diag(�; 0; : : : ; 0) = [y]ee = [y0]ee + [y00]ee:

X

º

°

´¶ÒNº¹± [y0]ee ±3² [y00]ee ´ÆµÀ·N²7¸¹±3´7É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´D´¶ê'É5Å3²w¿

°

ÒNº¹±3´7ËQµT´

°

²

°

¼T±f´«Ìf±3Âñ¾(±f·�²w¿Æ¾

°

·h±

ÒNº„ÎÔ±fÂÕÂÃ±f´à´¶µT·�²�Ëh¿ÆµTËQµT¿¶²

°

µT·h·¹±fÂÃÂÕ±f´

�

[y]ee Ì3±!Ò'º

°

±f·�²w¿Æ¾

°

·¹±!ÂÃ±¡¿ÆÅf´¶º¹ÂÃ²w¾q²AÖ

jlk
oš\^[nm5pq™¹h��a›�\af��E™5›�d�ð![�o^ihÚ

±f´:ßÀÅf·¹Å3¿w¾q²Æ¿

°

Ì3±f´1±•»'²w¿ÆÅ3É�¾qÂÕ±f´:¸h± P ´¶µT·�²ÄÂÕ±f´¢É�¾q²Æ¿

°

Ìf±f´

¸¹±#¿Æ¾À·¹ß å ±³²¥ÂÕ±3´�É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´�Ë¹¿¶µTËQµT¿¶²

°

µT·¹·h±fÂÕÂÃ±f´5¾ÀºW»�ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´�¸¹± P1 ¸¹±ÓÂñ¾œØYµT¿¶É‘±

y(� ; � ; � 0; � ; � 0) ¾A¼T±fÌ 0 < � < 1 ±³² � a� b� c� d = � 1:

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

×‰±¥¿ÆÅ3´Æº¹Âó²}¾q²>±3´¶²>ËhÂñ¾Àº¹´

°

Á¹ÂÃ±ÀÖ

w

µ

°

Ì

°

ËhÂÕº¹´

°

±fºh¿Æ´•Å³²}¾ÀËQ±f´•¸h±¥´w¾#¸¹Å•ç

É5µT·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·ƒÖ

åOù=ð7µT·�²w¿¶µT·¹´�ÒNº¹± y� ±3´¶²�´Æº¹¿=º¹·¹±•ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾q²w¿

°

Ìf±•±³»'²Æ¿ÆÅfÉ‘¾ÀÂÃ±ÀÖ

X

µTº¹¿�Ìf±fÂÕ¾5µÀ·

°

·N²Æ¿Æµqç

¸¹º

°

²

A � =

"
1

p
�p

� 1

#

; B � =

"
0 �

p
� 0

p
� 0 0

#
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ÝG€

Ìf±ÄÒNº

°

ØÙ¾

°

²zÒNº¹± y� =

"
A � B �

B T
� A �

#

: ã�·¹±:¿Æ±3É�¾À¿¶ÒNº¹±Ä±f´Æ´¶±f·�²

°

±fÂÃÂÕ±1±3´¶²“ÒNº¹± B � A � 1
� B � =

A � Ìf±5ÒNº

°

ØÙ¾

°

²!ÒNº„ÎÔ±f·®ËQµT´Æ¾À·�² U =

"
I 2 A � 1

� B �

0 I 2

#

µT·œ¾ y� = UT

"
A � 0
0 0

#

U:

í�²Æ²Æ±f·�²

°

µT·„Í U ·„ÎÔ±f´c²‰·Nº¹ÂÃÂÕ±fÉ5±f·�²ÄµT¿c²wè¹µÀßTµT·È¾ÀÂÃ±ÀÍT±³²‰ÂÃ±f´:¼q¾ÀÂÕ±3º¹¿Æ´yË¹¿¶µTË¹¿Æ±3´L¸h±

"
A � 0
0 0

#

Í

´Æµ

°

² (1 +
p

�; 1 �
p

�; 0; 0); ·h±•´¶µT·�²�·'ºhÂÕÂÕ±3É‘±3·�²=Ìf±fÂÃÂÕ±3´à¸¹± y� ÍÈ´Æµ

°

² (2; 2; 0; 0):
¯

º¹Ë¹ËQµT´¶µT·¹´äÉ‘¾

°

·N²Æ±f·È¾q·N²=ÒNº¹± y� = y + y0
¾A¼T±fÌ y ±3² y0

¸¹¾À·¹´ P:
X

µTº¹¿=É‘µÀ·N²Æ¿Æ±3¿

ÒNº¹± y� ±f´c²à´Æº¹¿‰º¹·¹±�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾q²w¿

°

Ì3±ä±³»'²Æ¿ÆÅfÉ‘¾ÀÂÃ±ÀÍ

°

ÂH·¹µTº¹´LØÙ¾Àºh²�É5µT·�²w¿¶±f¿LÒ'ºh± y ±3² y0
´¶µT·�²

Ë¹¿¶µTËÞµÀ¿¶²

°

µT·¹·¹±3ÂÕ´

�

y� Ö

X

µTºh¿�Ì3±fÂÕ¾hÍ¹µT·«ÅfÌ3¿

°

² y ±3² y0
ËÈ¾À¿àÁ¹ÂÃµWÌ3´•â

y =

"
A B

B T C

#

; y0 =

"
A0 B 0

(B 0)T C0

#

¾A¼T±3Ì�ÂÃ±f´à·¹µÀ²w¾q²

°

µT·¹´

A =

"
x1 a

p
�

a
p

� x2

#

; B =

"
0 � d

p
� 0

b
p

� 0 0

#

; C =

"
x3 c

p
�

c
p

� x4

#

;

±3²Dºh·¹±�·¹µÀ²}¾ ²

°

µÀ·)¾À·È¾ÀÂÃµTßTº¹±#ËQµTº¹¿ y0:
Ú

ÎÐ¾À´c²wº¹Ì3±]±3´¶²7¾ÀÂÃµT¿Æ´�¸h±]É?º¹ÂÃ²

°

Ë¹Â

°

±f¿½Â—ÎÐÅ3ß�¾ÀÂ

°

²wÅ

y� = y + y0
¸¹±•Ì}èÈ¾ÀÒNº¹±•ÌfµÀ²ÆÅ•Ë¹¾À¿ U� 1

±³² (U� 1)T
ÖaY�·DµTÁh²

°

±f·�²�¾

°

·¹´

°

"
A � 0
0 0

#

= (U� 1)T

"
A B

B T C

#

U� 1 + (U� 1)T

"
A0 B 0

(B 0)T C0

#

U� 1:

Y�·7Å3Ìf¿

°

²�¾ÀÂÃµT¿Æ´

(U� 1)T

"
A B

B T C

#

U� 1 =

"
A B1

B T
1 C1

#

; (U� 1)T

"
A0 B 0

(B 0)T C0

#

U� 1 =

"
A0 B 0

1

(B 0
1)T C0

1

#

¾A¼T±3Ì B1 = B � AA � 1
� B � ±3² C1 = C � AA � 1

� B � � (AA � 1
� B � )T + B T

� A � 1
� AA � 1

� B �

¾A¼T±3Ì¥¸¹±f´•±•»WË¹¿Æ±3´Æ´

°

µT·¹´½¾À·¹¾ÀÂÕµTßÀº¹±f´•ËÞµÀº¹¿ y0:
X

º

°

´¶Ò'ºh±�ÂÕ±3´?É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´

"
A B1

B T
1 C1

#

±³²

"
A0 B 0

1

(B 0
1)

T C0
1

#

´ÆµT·�²!ËQµT´

°

²

°

¼T±f´�±3²¡¸h±•´ÆµTÉ5É5±

"
A � 0
0 0

#

Ìf±3Âñ¾�±3·�²w¿w¾

°

·¹±�Ò'ºh± C1 =

C0
1 = 0 ÍzË¹º

°

´•ÒNº¹± B1 = B 0
1 = 0: ô:·]ÅfÌ3¿

°

¼q¾À·�²•ÂÕ±3´!ÅfÒNºÈ¾q²

°

µT·¹´!Ì3µT¿Æ¿¶±f´ÆËQµT·¹¸¹¾À·�²w±f´

�

Ìf±3´¡Ü¥Åfß�¾qÂ

°

²ÆÅf´�É�¾q²Æ¿

°

Ì

°

±3ÂÕÂÃ±f´fÍÈµÀ· µTÁh²

°

±f·�²¡ÒNº¹± y = ay� ±³² y0 = a0y� ¾G¼À±fÌ 0 � a =
1 � a0 � 1 Í¹Ìf±!ÒNº

°

É5µT·�²w¿Æ±¡Â—ÎÐ±•»'²w¿ÆÅ3É�¾qÂ

°

²ÆÅÀÖ

˜

ù¡ð7µT·�²Æ¿ÆµT·¹´¡ÒNº¹± y(� ; � ; � 0; � ; � 0) ¾A¼T±3Ì 0 < � < 1 ±3² � a� b� c� d = � 1 ±f´c²!´Æº¹¿

º¹·¹±¡ßÀÅf·¹Å3¿w¾q²Æ¿

°

Ì3±¡±³»'²w¿¶ÅfÉ‘¾ÀÂÕ±qÖJY�·¥ËQµTº¹¿Æ¿Æ¾

°

²

°

É

°

²Æ±f¿yÂñ¾?¸¹Å3É‘µÀ·¹´¶²Æ¿w¾q²

°

µT·¥¸¹º�åOù•ÍhÉ‘¾

°

´

°

Â

±f´c²?ËhÂÕº¹´!ÅfÂÃÅfß�¾q·N²•¸„ÎÔµTÁ¹´¶±f¿c¼T±f¿�ÒNº¹±‘´

°

D = diag(� 1; � 2; � 3; � 4) ¾A¼T±3Ì � j = � 1 ¾ÀÂÕµT¿¶´

ÂÏÎÐ¾ÀË¹ËhÂ

°

Ìf¾q²

°

µT· y 7! DyD ±f´¶²!ºh·œ¾qºh²wµTÉ5µT¿¶Ë¹è

°

´¶É‘±�¸¹º�ÌEäT·h± P: ×‰±fÂñ¾�±3·�²w¿w¾B9ñ·¹±>ÒNº¹±

DyD ±f´c²•´Æºh¿�º¹·h±�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾q²w¿

°

Ìf±5±³»'²Æ¿ÆÅfÉ‘¾ÀÂÃ±5´

°

y Â—ÎÐ±3´¶²fÖ“×‰µTÉ‘É5± � a� b� c� d = � 1 ËÈ¾À¿

è�ê'ËÞµÀ²Æè¹òf´¶±>±3²äÒ'ºh± (� 1� 2� 3� 4)2 = 1
°

Â/±³»

°

´c²w± D ²w±3Â[ÒNº¹± y(� ; � ; � 0; � ; � 0) = Dy� D
±3²�Â—ÎÐ±•»W²Æ¿ÆÅ3É�¾ÀÂ

°

²ÆÅä¸¹± y(� ; � ; � 0; � ; � 0) ±f´c²�É5µT·�²w¿¶Åf±qÖ



ÝTÝ

á�ù

Ú

±f´ÄÉ�¾ ²w¿

°

Ìf±3´:¸¹±=¿w¾À·¹ß5å=´

°

²wº¹Å3±f´y¸È¾À·¹´ P ´¶µT·�²‰±•»W²Æ¿ÆÅ3É�¾ÀÂÃ±f´Ä¸„ÎÐ¾ÀË¹¿¶òf´ÄÂÕ±

Ú

±fÉ5É‘±

åTÖ

ÜNù‰ô¢»h¾ÀÉ

°

·¹µT·h´‰ÒNº¹±fÂÃÂÕ±3´�É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´ y ¸¹± P ´ÆµT·�²à´¶µTÉ‘É5±f´‰¸¹±�É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´‰¸¹±ä¿w¾À·¹ß¥åÀÖ

�

°

±f·Ó±3·�²w±f·h¸¹º„Í

�

Ìf¾Àº¹´¶±•¸¹º®åOù=±3²

˜

ù�µT·7´w¾

°

²�ÒNº¹±?²ÆµTº¹´�ÂÕ±f´�ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´�¸¹± P ·¹±?´¶µT·�²

ËÈ¾À´=¸¹±!Ì3±!²rê'ËQ±ÀÖ

Y�·•´w¾

°

²“Ò'ºh±‰²wµTºW²w±‰É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±Ä´¶ê'É‘Å³²w¿

°

ÒNº¹±‰ËQµT´

°

²

°

¼T±y±f´c²1´ÆµÀÉ‘É5±L¸h±‰É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´[´cê'É‘Å•ç

²w¿

°

ÒNº¹±3´�ËQµT´

°

²

°

¼T±3´à¸¹±�¿Æ¾À·¹ßDåTÖQ×äÎÔ±f´c²�¼'¿w¾

°

±f·«ËÈ¾À¿¶²

°

Ì3º¹Â

°

±f¿‰ËQµTº¹¿=ÂÃ±f´àÉ‘¾q²w¿

°

Ìf±3´à¸„ÎÔµT¿Æ¸¹¿¶±

˜

Ö1érÂ‰´fÎÐ¾Àß

°

²•¸¹µT·¹Ì¥¸„ÎÔÅ3²Æº¹¸

°

±f¿>ÒNº¹±fÂÃ´ y ¸È¾q·¹´ P ´ÆµÀ·N²>²Æ±fÂÃÂÕ±f´?Ò'ºƒÎ

°

Â�±³»

°

´c²w±DÜ�É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´

A; B; C; D ¸È¾À·¹´ P ²Æ±fÂÕÂÃ±f´:ÒNº¹± y = A + B + C + D ±³²L²Æ±fÂÃÂÕ±f´:ÒNº¹± A; B; C; D ´Æµ

°

±f·�²

¸¹±!Âñ¾?ØYµÀ¿ÆÉ5±

A =

2

6
6
6
4

a1 a12 0 0
a12 a2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3

7
7
7
5

; : : : ; D =

2

6
6
6
4

d1 0 0 d41

0 0 0 0
0 0 0 0

d41 0 0 d4

3

7
7
7
5

:

¯W°

(x1; x2; x3; x4) ±f´¶²�ÂÕ¾•¸

°

¾ÀßÀµT·È¾ÀÂÃ±ä¸¹± y ÍÈ¾ÀÂÃµT¿Æ´ y ±f´¶²�´¶µTÉ‘É5±�¸¹±!É‘¾q²w¿

°

Ì3±f´�¸¹±!¿Æ¾À·¹ß

å�¸¹¾À·¹´?ÂÃ±‘Ìf¾À´•ËÈ¾q¿¶²

°

Ìfº¹Â

°

±3¿¡µ��®Ìf±³²Æ²Æ±�´Æº

°

²w±�¾7º¹·�µTº®Ë¹ÂÃº¹´

°

±fº¹¿¶´?ìfÅ3¿ÆµT´3Ö[í ÌA¾Àºh´Æ±�¸¹±3´

´¶ê'É5Å3²Æ¿

°

±3´fÍ

°

Âƒ´ÆºWÑ5²�¸¹±!¸

°

´ÆÌfºW²w±f¿=ÂÃ±f´àÌA¾q´�µ��7ÂÃ±f´à´Æ±3º¹ÂÕ´=ì3Åf¿ÆµÀ´�´¶µT·�²�ÂÃ±f´à´¶º

°

¼q¾À·�²w´

åTÖ

¯W°

²wµTº¹´=ÂÃ±f´ x j ´ÆµÀ·N²�·Nº¹ÂÃ´fÍH¾ÀÂÃµT¿Æ´ y = 0 ±3²�ÌqÎÐ±3´¶²�²w¿

°

¼

°

¾ÀÂ—Ö

˜

Ö

¯W°

x2 = x3 = x4 = 0 ÌÀÎÔ±f´c²7²Æ¿

°

¼

°

¾ÀÂ¡¾A¼T±3Ì B = C = D = 0 ±³² A =
diag(x1; 0; 0; 0):

áhÖ

¯W°

x3 = x4 = 0; Ë¹¿Æ±3·¹¸¹¿Æ± A = y ±3² B = C = D = O:
Ü¹Ö

¯W°

x2 = x4 = 0 Ë¹¿¶±f·¹¸h¿Æ± A = diag(x1; 0; 0; 0) ±³² B = diag(0; 0; x3; 0) ±3²

C = D = 0:
ïWÖ

¯W°

x4 = 0 µT·?Ë¹¿¶±f·¹¸ D = 0 ±³²¢Â—ÎÐ±•»

°

´¶²Æ±f·¹Ì3±‰¸¹± A; B; C ¸¹Å3ÌfµTº¹ÂÃ±L¸ƒÎÐº¹·�²wè¹Å3µT¿Æò3É‘±

¸¹ºDÌ3µTº¹¿Æ´�´Æºh¿�ÂÃ±f´àßT¿Æ¾ÀË¹è¹±3´à²w¿

°

¾À·¹ßTºhÂÕÅf´3Ö

ãäµT·hÌ•´Æ¾À·¹´=ËQ±f¿¶²Æ±!¸¹±!ßTÅf·¹Å3¿w¾ÀÂ

°

²ÆÅ¡µT·D´Æº¹Ë¹ËQµT´¶±�É‘¾

°

·�²Æ±f·È¾À·�² x j > 0: ô:·«ÌfµT·¹´

°

¸¹Å3¿w¾À·�²

� = diag(x � 1=2
1 ; x � 1=2

2 ; x � 1=2
3 ; x � 1=2

4 )

Âñ¾•É‘¾q²Æ¿

°

Ì3± � y� ±f´c²�¸È¾À·¹´ P1 ±3²

°

Âƒ´ÆºWÑ5²�¸¹±¡²Æ¿ÆµTºh¼À±f¿ A; B; C; D ¾A¼T±3Ì�Â—ÎÐè�ê'ËÞµq²wè¹ò3´Æ±

´ÆºhË¹Ë¹ÂÕÅ3É‘±3·�²}¾

°

¿Æ±½ÒNº¹± y 2 P1: Y�·�¾À¸¹µTËh²Æ±½Âñ¾¥·¹µÀ²w¾q²

°

µT·(åAÜ¹ÖÁŽG€WÖ!ã�·h±‘¸

°

´ÆÌ3º¹´Æ´

°

µT·]¸¹º

É5ÊfÉ5±äßT±3·¹¿Æ±¡ÒNº¹±¡ÂÕ¾?Ë¹¿ÆÅ3ÌfÅ3¸¹±f·�²w±•´Æºh¿�ÂÕ±3´�ìfÅ3¿ÆµT´à¸¹±¡ÂÕ¾?´Æº

°

²w± (� ; : : : ; � ) ËÞ±3¿ÆÉ5±3²à¸h±¡´Æ±

¿w¾qÉ‘±3·¹±f¿•´w¾À·h´?ËQ±f¿¶²Æ±‘¸h±�ßTÅ3·¹Åf¿Æ¾ÀÂ

°

²wÅ5¾Àº�Ìf¾À´•¸

°

Ñ5Ì

°

ÂÕ±½µ��œÌf±f´�ÜÓ·¹µÀÉ•Á¹¿Æ±3´�´¶µT·�² > 0:
Ú

±f´=Ü½É�¾ ²w¿

°

Ìf±3´ A; : : : ; D ¸¹µ

°

¼T±3·�²�¸hµT·¹Ì!´w¾q²

°

´cØÙ¾

°

¿¶±¡¾ÀºW»DÅ3ÒNºÈ¾q²

°

µT·¹´

d1 + a1 = a2 + b2 = b3 + c3 = c4 + d4 = 1; a12 = � a
p

� ; : : : ; d41 = � d

p
� :

y ±3´¶²#´¶µTÉ5É‘± ¸¹±]É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´D¸¹±œ¿Æ¾À·¹ß�å�´

°

µT·�ËQ±fºW²7²Æ¿ÆµTºh¼À±f¿7¸¹±f´«´ÆµTÂÃºh²

°

µT·¹´

�

Ìf±

´¶ê'´c²wòfÉ5±½Â

°

·¹ÅA¾

°

¿Æ±?²Æ±fÂÃÂÕ±f´äÒ'ºh±5¸h±5ËhÂÕº¹´!ÂÕ±3´ a1; : : : ; d4 ´Æµ

°

±f·�² � 0 ±3²!²Æ±fÂÕ´¡ÒNº¹± a2
12 �

a1a2; : : : ; d2
41 � d1d4 ÂÕµT¿¶´ÆÒNº¹±¡ÂÃ±f´ � ; : : : ; � ±3²�ÂÃ±f´ � ´w¾q²

°

´¶ØYµÀ·N²•åAÜhÖÁŽ�Ž½±³²•åAÜ¹ÖóåGëTëhÖ

p�™upqpq™v•~i[Ú

±3´�ÅfÂÃÅfÉ5±f·�²w´�¸¹± P1 ²w±fÂÃ´äÒNº¹± � > 0; : : : ; � > 0 ±3²äÒNº

°

´¶µT·�²�´ÆµÀÉ‘É5±f´

¸¹±!É‘¾q²w¿

°

Ìf±3´�¸¹±!¿w¾q·¹ß7å!´¶µT·�²�Ì3±fºW»«ÒNº

°

´Æ¾q²

°

´¶ØYµT·�²=º¹·h±�¸¹±3´=Ü

°

·¹ÅfßT¾ÀÂ

°

²wÅf´

� � (1 �
�
� 0

)1 �


� 0

) ökåAÜ¹ÖóåGë

˜

ù
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±3²�ÂÃ±f´=á½¾Àºh²Æ¿Æ±f´�¾À·È¾qÂÕµTßTºh±f´�µTÁW²w±f·Nº¹±3´äËÈ¾q¿à´¶ê'É‘Å³²w¿

°

±ÀÖ

nNo5pq\afr`sdc[Btud�b<\af�i

¯

º¹ËhËÞµT´¶µT·¹´�Ò'ºh± y = y(� ; � ; : : : ; � ) 2 P1 ´w¾q²

°

´cØÙ¾À´Æ´¶±‘åAÜhÖÃåGë

˜

ÖgýÀ±

¸

°

´àÒ'ºƒÎ ¾ÀÂÃµT¿Æ´=µT·DËQ±fºh²=²Æ¿ÆµTºh¼À±f¿ d 2]� ; 1[ ²Æ±fÂzÒNº¹±

y0 =

2

6
6
6
4

1 � d � a
p

� 0 0
� a

p
� 1 � b

p
� 0

0 � b
p

� 1 � c
p



0 0 � c

p

 1 � �

d

3

7
7
7
5

´Æµ

°

²àº¹·h±•É‘¾q²Æ¿

°

Ì3±�ËQµT´

°

²

°

¼À±ÀÖ

X

µTº¹¿=Ìf±3Âñ¾•±3·7É•ºhÂÃ²

°

Ë¹Â

°

¾À·�² y0
ËÈ¾À¿à¸h±fºW»DÉ‘¾q²Æ¿

°

Ì3±�¸

°

¾ÀßTµqç

·È¾ÀÂÃ±¡ÌfµT·�¼À±f·È¾ÀÁhÂÕ±•µT·D´Æ±!¿w¾ÀÉ5±f·h±

�

Â—ÎÐ±•»¹¾qÉ‘±3·«¸h±

y(� ;
�

1 � d
; � ; f r ac
 1 �

�
d

ÒNº

°

´w¾ ²

°

´cØÙ¾

°

²�ÂÕ±f´àÌ3µT·¹¸

°

²

°

µT·¹´¡åAÜ¹ÖÁŽ�Ž>±3²!åfÜ¹ÖÃåAëTë>´

°

ÖóÖÃÖóÖ
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